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INTRODUCCION

El propésito de este libro es provocar un didlogo entre formadores
de profesores de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN), Mé-
xico, y la Escuela de Educacién Werklund (WSE, por sus siglas en
inglés), antes Facultad de Educacién,' de la Universidad de Calgary,
Canadd, acerca de qué matemadticas deberian saber los profesores,
cémo pueden ser apoyados para desarrollar y utilizar estos conoci-
mientos matemdticos en sus practicas y por qué el conocimiento de
los profesores y sus aprendizajes son asuntos tan importantes para la
educacion basica y media superior en ambos paises.

Antecede a este libro el “Primer Encuentro entre la Universidad
Pedagdgica Nacional yla Facultad de Educacién dela Universidad de
Calgary”, realizado en febrero de 2013 en la UPN Ajusco, de la Ciu-
dad de México, con la finalidad de discutir problemas y diversas
aproximaciones sobre la educacién de profesores y su formacién
profesional, enfocados a promover el pensamiento matematico en
estudiantes de los niveles bésico y medio superior. Este encuentro
sirvi6 para crear un plan de colaboracién entre académicos de am-
bas universidades, que incluye la edicién de este libro.

' En 2013, la Facultad de Educacién de la Universidad de Calgary cambié su nom-
bre a Escuela de Educacién Werklund.



Qué, como y por qué / What, How and Why

Ademas de los académicos de la UPN y la WSE, en el encuentro
contamos con la participacion de investigadores y estudiantes de
posgrado de diferentes instituciones en México, como la Universi-
dad de Querétaro, la Universidad de Zacatecas, la Universidad de las
Américas y el Cinvestav. Los temas abordados en las presentaciones
del encuentro fueron: discusién de diversas perspectivas de inves-
tigacién en el desarrollo profesional de maestros de matematicas;
disefio e implementacién de programas de formacién profesional
enfocados a promover el pensamiento matematico; y la integracion
de las tecnologias de la informacién y la comunicacién dentro de
los salones de matemadticas y las practicas de ensenanza. Adicional-
mente, hubo presentaciones magistrales en el tema de educacién de
los profesores de matematicas.

A pesar de las diferencias de idiomas, culturas y origenes sociales
entre México y Canada, en el encuentro identificamos problemati-
cas comunes a ambos paises respecto a la educacién matemdtica
y, en particular, a la formacion de profesores. En especial, en esta
introducciéon recuperamos las senaladas en las conferencias ma-
gistrales. Silvia Alatorre (2013) identific6 en su presentacion tres
temas en comun en los dos paises: la preocupacién por activar
el conocimiento matemdtico formal de los profesores; la creen-
cia de que el conocimiento del contenido y su didactica no debe-
rian separarse el uno del otro; y la necesidad de una “bisagra” que
los una. Por su parte, Brent Davis (2013) describié dos escuelas
de pensamiento del conocimiento matemdtico del profesor: una
asume que este conocimiento es formal y explicito, y la otra lo
considera tacito y vivido en la cotidianidad de los estudiantes
y los profesores. Davis sugirié que el aprendizaje participativo de
los profesores de matemdticas debe desarrollar tanto las explica-
ciones del conocimiento matemadtico como la creacién de nuevas
posibilidades para los profesores, con raices en entendimientos y
elaboraciones de matemadticas vigentes (p. 12). Estas problemati-
cas y la naturaleza participativa del aprendizaje de los profesores
fueron evidentes también en otras presentaciones, como se puede
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advertir en las memorias del encuentro (Preciado, Solares, Sando-
val y Butto, 2013).

En este libro extendemos y profundizamos las conversaciones
en torno a estos temas. Consideramos que los capitulos de este li-
bro contribuyen a la construccién de aproximaciones alternativasy
complementarias a los ain dominantes y extendidos métodos me-
canicistas y algoritmicos de la ensefianza de las matemdticas. Los
diversos autores de ambas instituciones aportan nuevas perspecti-
vas sobre el contenido y la naturaleza del conocimiento matemati-
co, asi como el proceso a través del cual dichos conocimientos son
desarrollados. Esperamos que estas contribuciones sean de interés
para estudiantes de posgrado en educacion, formadores de profe-
sores, investigadores y disefiadores de politicas educativas.

El libro se conforma de una introduccién, tres partes con sus
respectivos capitulos y conclusiones. A continuacién, se presenta
cada una de esas partes y una breve descripciéon de su contenido.

Parte I. Qué, como y por qué: ;qué es lo que los profesores de ma-
tematicas deberian saber?

Lo que significa ser competente en matemdticas ha cambiado dra-
mdticamente en los tltimos 20 afios. Los curriculos escolares en-
focados sélo en desarrollar destrezas procedimentales limitan la
habilidad de pensar en situaciones nuevas y no convencionales.
Estos curriculos escolares, asi como las pricticas docentes respec-
tivas, presentan una perspectiva de las matemdticas alejada del
pensamiento matemadtico, en términos de creatividad y pensamien-
to critico.

El Conocimiento matemdtico especializado para la ensefianza
(MKT, por sus siglas en inglés) es la problemdtica mas prominente
abordada en la actualidad por la investigaciéon en educacién mate-
matica. ;Qué conocimiento especializado es necesario para apoyar
el pensamiento y el conocimiento matematicos? Esta parte del libro
consta de tres capitulos. En el capitulo I, Lissa D’Amour, Steven
Khan, Brent Davis y Martina Metz proponen el pensamiento com-
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plejo como un marco para saber y ser dentro de las matemadticas
para la ensefianza. Los autores reorientan el conocimiento mate-
matico del profesor desde la articulacién e implementacién del co-
nocimiento del ‘quehacer correcto’ hacia una disposicién compleja
de ser y de saber. En el capitulo II, Martina Metz, Paulino Preciado
y Chenoa Marcotte presentan un marco para el disefio de entendi-
miento matemadtico profundo, como resultado y herramienta del
trabajo realizado durante tres afios en un programa de formacién
profesional. En el capitulo III, Armando Solares aborda el proble-
ma del conocimiento matematico del profesor, en el caso particular
de las telesecundarias en México. El uso que los profesores dan a los
recursos disponibles y las decisiones que toman frente a las proble-
miticas cotidianas de su practica son temas que se analizan en este
capitulo, el cual presenta un enorme contraste con los contextos
escolares urbanos e industrializados y que provee de servicios edu-
cativos a una gran parte de la poblacién rural en México.

Parte II. Qué, como y por qué: ;como se puede apoyar a los profe-
sores para actuar de acuerdo con este conocimiento en su practica?
En este libro compartimos ideas de cémo transformar las mate-
maticas escolares para alejarse del modelo industrial de educacién
(Gilbert, 2007). ;Cémo los investigadores y los profesores pueden
trabajar juntos hacia dicha transformacion? La segunda parte del
libro comprende dos capitulos: en el capitulo IV, Ivonne Twiggy
Sandoval Caceres y Maria Dolores Lozano Sudrez adoptan una
perspectiva enactivista para explicar por qué, a pesar de las distin-
tas reformas educativas en México, los profesores no cambian sus
practicas docentes. El texto presenta ejemplos de como el trabajo
colaborativo entre profesores e investigadores puede propiciar ne-
cesidades auténticas de cambio en las précticas de los profesores.
El capitulo V, escrito por Carmen Oliva Gutiérrez Aguilar y Alicia
Avila Storer, presenta una experiencia de formacién continua en la
que profesores de matemdticas se involucraron en la resolucion de
problemas matemadticos y el intercambio de ideas para su resolu-
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ciéon. Las autoras concluyen que dicha aproximacién al desarrollo
profesional permite modificar y enriquecer los conocimientos ma-

tematicos y pedagégicos de los profesores.

Parte III. Qué, cémo y por qué: ;por qué el conocimiento y apren-
dizaje de los profesores es una cuestion critica?

En la actualidad, las perspectivas del conocimiento y el apren-
dizaje se encuentran en un debate internacional. Por ejemplo, la
UNESCO (2005) describe las sociedades del aprendizaje en las cuales
los paradigmas de produccién, consumo y acceso al conocimiento
han cambiado de manera significativa. En el modelo industrial de
educacion el conocimiento se entiende como ‘un objeto” que pue-
de ser transmitido a los estudiantes. En dicho modelo las perso-
nas se clasifican de acuerdo con los empleos que ocuparan cuando
se integren a la fuerza laboral (Gilbert, 2007; Thomas & Brown,
2011). En contraste, en las sociedades del aprendizaje, el conoci-
miento se asume como un proceso en el cual la gente y la sociedad
aprenden continuamente. Aunque las implicaciones de la adopcién
de este paradigma en educacidon sean debatibles, la investigacion
educativa respalda el alejamiento del modelo industrializado y en-
fatiza la importancia del aprender a aprender y la creatividad. Sin
embargo, la transicién de un modelo a otro representa un desafio
en cuanto a la dificultad de aceptar nuevos paradigmas y précti-
cas de ensefianza. Los programas de desarrollo profesional de pro-
fesores son fundamentales para este cambio. La tercera parte del
libro cierra con dos capitulos. En el VI, Brent Davis analiza ideas
recientes de aprendizaje sobre como los humanos aprenden a través
de analogias y metédforas y las contrasta con el paradigma formal de
razonamiento deductivo dominante en los programas de estudios
de matematicas. Después de una breve revision histérica del cono-
cimiento matemadtico de los profesores, el autor propone el estudio
de conceptos como una estructura participativa y colaborativa para
involucrarse en la examinacién y elaboraciéon de entendimientos
matemadticos. Finalmente, en el capitulo VII, Krista Francis, Steven

11
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Khan y Brent Davis afirman que cambiar la idea de competencias
matemadticas para desarrollar el pensamiento espacial es decisivo
para entender, interpretar y crear representaciones de informacion
compleja, caracteristica de la sociedad del conocimiento de hoy en
dia. En este capitulo se presenta la concepcién de un curriculum
basado en observaciones de nifos construyendo robots. Este curri-
culum no sélo representa una nueva aproximacion a las matema-
ticas, sino que también impacta en el conocimiento pedagdgico y
tecnoldgico del profesor.

Concluimos esta introduccién con comentarios sobre la deci-
sién de escribir el libro en los idiomas de los autores: espanol e in-
glés. Siguiendo el ejemplo de revistas de educacion, que publican en
mas de un idioma y para promover el intercambio cultural bilingiie
entre los educadores en matematicas de México y Canadd, presen-
tamos los textos en el idioma en que fueron escritos originalmente.
Sélo esta introduccion y las conclusiones estdn escritas en ambos
idiomas, asi como los resimenes de cada capitulo. Estructuras si-
milares pueden encontrarse en revistas de educacién en Canada
(Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology Educa-
tion), y en México (Revista Electrénica de Investigacion Educativa)
que publican articulos en mds de un idioma. Estamos convencidos
de que esta forma de didlogo bilingtie permite construir un terreno
fértil para las diversas colaboraciones entre nuestras dos universi-
dades y nuestros dos paises.

Armando Paulino Preciado Babb,

Armando Solares Rojas
y Krista Francis
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INTRODUCTION

The purpose of this book is to provoke a dialogue between teacher
educators from Pedagogical National University (UPN), Mexico,
and the Werklund School of Education (WSE), formerly Faculty of
Education', of the University of Calgary, Canada, on what math-
ematics teachers should know, how teachers can be supported to
enact this knowledge in their practice, and why teachers’ knowledge
and their learning are such critical issues for K — 12 education in
both countries.

Preceding this book was the first meeting between the National
Pedagogical University and the Faculty of Education of the Uni-
versity of Calgary held in February 2013 at UPN, Ajusco, in Mexico
City with the purpose of discussing issues of, and approaches to,
teacher education and professional development that is focused on
promoting mathematical thinking in K — 12 students. The meeting
served to create a plan for academic collaboration among academic
staff from both institutions, including the publication of this book.

In addition to academic staff from UPN and WSE, this meeting
gathered researchers, professors and graduate students from dif-

! The Faculty of Education was renamed to Werklund School of Education in 2013
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ferent institutions in Mexico including University of Querétaro,
University of Zacatecas, University of the Americas, and Cinvestav.
The subtopics addressed through presentations at the meeting
were research perspectives on mathematics teacher professional
development; design and implementation of teacher profession-
al development programs focused on promoting mathematical
thinking; and information technologies within mathematics class-
rooms and teaching practices. Additionally, keynote speakers con-
tributed to the general topic of mathematics teacher education.

Despite the differences in language, culture and social back-
ground between Mexico and Canada, during the meeting we iden-
tified common issues in both countries regarding mathematics
education, and teacher professional development. In particular,
in this introduction we bring back issues highlighted by keynote
speakers. In her presentation, Silvia Alatorre (2013) identified
three common themes in the two countries: the concern to activate
teachers’ formal mathematical knowledge; the belief that content
knowledge and didactics should not be separate from each other;
and the need to find a ‘hinge’ connecting them. For his part, Brent
Davis (2013) depicted two schools of thought for mathematics
knowledge for teachers: one assumes this knowledge as formal and
explicit; the other is considered tacit, and enacted in the daily life
of both teachers and students. He focused on the latter, arguing
that this knowledge requires “much more subtle, participatory, and
time-extensive strategies” (p. 3). Davis suggested that the partici-
patory learning of mathematics teachers should develop both the
‘explicitifications’ of mathematical knowledge and the creation of
new possibilities for teachers rooted in “understandings and elabo-
rations of extant mathematics” (p. 12). These issues, as well as the
participatory nature of teachers’ own professional learning, were
evident also in other presentations, as it can be seen in proceedings
of the meeting (Preciado, Solares, Sandoval, & Butto, 2013).

In this book we extend and deepen the conversations around
these themes that arose at the initial meeting. We consider that the

14
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chapters in this book contribute to the construction of alternative
and complementary approaches to the dominant rote and proce-
dural methods currently found in mathematics teaching. Diverse
authors from both institutions provide new perspectives on the
content and nature of the mathematical knowledge for teachers,
as well as the process for developing such knowledge. We hope that
these contributions will inform graduate students in education,
teacher educators, researchers, and policy makers.

The book consists of this introduction, three main parts, and
a conclusion. Its parts and a brief description of their content are
presented as follows.

Part One. What, How, Why: What mathematics teachers should
know.
What it means to be mathematical competent has changed dramati-
cally in the last 20 years. School curriculums that focus on proce-
dural skills limit the ability to think in novel and non-conventional
situations. These curriculums, and their corresponding teaching
practices, portray a perspective on mathematics distant from actual
mathematical thinking, in terms of creativity and critical thinking.
Specialized mathematical knowledge for teaching (MKT) is the
most prominent international issue in mathematical education
research at the moment. What specialized knowledge is needed
to support mathematical thinking and knowing? This part of the
book comprises three chapters. In Chapter I, Lissa D’Amour, Steven
Khan, Brent Davis, and Martina Metz propose complexity thinking
as a frame for knowing and being with mathematics for teaching.
They reorient the mathematical knowledge for teaching from artic-
ulating and implementing knowledge of ‘right doing, to a complex
disposition for being and knowing. In Chapter II, Martina Metz,
Paulino Preciado, and Chenoa Marcotte present a framework for
the Design for Deep Mathematical Understanding which is both
a result and a tool for the work undertaken in a three-year pro-
fessional development program. In Chapter III, Armando Solares
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addresses the issue of mathematical knowledge for teachers in the
particular case of ‘telesecundaria’ in Mexico. Teachers’ use of re-
sources and decision making in-the-moment are analyzed in this
particular context, which presents strong differences compared to
the common school setting, yet provides educational services to a
large part of the rural population in Mexico.

Part Two. What, How, Why: How teachers can be supported to
enact this knowledge in their practice?

In this book, we share ideas on how to transform school mathemat-
ics and thereby move away from an industrialized education model
(Gilbert, 2007). How can researchers and teachers work together
towards such transformation? This section comprises two chapters.
In Chapter IV, Ivonne Twiggy Sandoval Caceres and Maria Dolores
Lozano adopt an enactivist perspective to explain why, despite the
multiple educational reforms in Mexico, teachers do not change
their practices. The chapter presents examples of how the collab-
orative work among teachers and researchers can provide authentic
needs for teaching practices. Chapter V, written by Carmen Oliva
Gutiérrez Aguilar and Alicia Avila Storer, presents an experience
of ongoing professional development in which teachers engage in
mathematical problem solving and the exchange of ideas for their
solution. The authors conclude that such an approach to profes-
sional development modifies and enhances teachers’ mathematical
and pedagogical knowledge.

Part Three. What, How, Why: Why teachers’ knowledge and their
learning are such critical issues.

Currently, perspectives of knowledge and learning have been un-
der international debate. For instance, UNESCO (2005) describes
learning societies in which paradigms of production, consumption,
and access to knowledge have shifted. In the industrialized model
knowledge is understood as ‘an object’ that can be transmitted to
students. In this model people are sorted according to their em-
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ployment destination (Gilbert, 2007; Thomas & Brown, 2011). By
contrast, in learning societies knowledge is a process where people
and society learn continually. Though there is a debate on the im-
plications for education of adopting this paradigm, research on
education supports the movement away from industrialized mod-
els, and stresses the importance of creativity and learning to learn.
However, the transition from one model to another represents a
challenge in terms of the difficulty of embracing new paradigms
and teaching practices. Teacher professional development pro-
grams are fundamental for this shift. This third part concludes the
book with two chapters. In Chapter VI, Brent Davis looks at re-
cent insights into learning, particularly how humans learn through
analogies and metaphors, as opposed to the “rational-deductive”
formal paradigm that still permeates mathematics programs of
studies. Then, after a brief review of the history of mathematics
knowledge for teachers, Davis proposes concept study as a partici-
patory, collaborative structure for teachers to engage in the exami-
nation and elaboration of mathematical understandings. Finally,
in Chapter VII, Krista Francis, Steven Khan and Brent Davis claim
that shifting the focus of mathematical competencies to developing
spatial reasoning is crucial to understand, interpret and create rep-
resentations of complex information as found in today’s knowledge
society. The chapter presents the conception of a curriculum based
on observations of children building robots. This curriculum not
only represents a new approach to mathematics, but also impacts
on teacher pedagogical and technological knowledge.

We conclude this introduction by commenting the decision to
write this book in the language of the authors: Spanish and Eng-
lish. Following the example of journals in education that publish
in more than one language, and with the purpose of promoting the
cultural and bilingual exchange between mathematics educators
from Mexico and Canada, the chapters are presented in the lan-
guage in which they were initially written. Only the introduction
and conclusion are written in both languages, as well as abstracts

17
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for each chapter. Similar structures can be found in educational
journals in Canada (Canadian Journal of Science, Mathematics and
Technology Education), and in Mexico (Revista de Investigacién Ed-
ucativa) that publish articles in more than one language. We are
convinced that this bilingual dialogue facilitates the creation of a
fertile terrain for the diverse collaborations between our universi-
ties and countries.

Armando Paulino Preciado Babb,
Armando Solares Rojas
and Krista Francis
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QUE, COMO Y POR QUE:
;QUE ES LO QUE LOS PROFESORES
DE MATEMATICAS DEBERIAN SABER?

WHAT, HOW, WHY:
WHAT MATHEMATICS TEACHERS
SHOULD KNOW?






CAPITULO | / CHAPTER |
BEING WELL WITH MATHEMATICS-FOR-TEACHING (M4T):
IT’S ABOUT KNOWING

Lissa D’Amour, Steven Khan, Brent Davis
and Martina Metz

RESUMEN

Tratamos de cuestionar la pregunta: “;Qué se supone que debemos
hacer?” Argumentamos para ello que mientras el enfoque de mu-
chas investigaciones en educacién matematica conciernen al qué
del conocimiento matematico del profesor, quisiéramos abordar las
formas en que los profesores asumen ese conocimiento, que es una
pregunta del saber por el saber mismo. Ofrecemos el pensamiento
complejo como un marco para pensar sobre el conocimiento y el
estar sabiendo dentro de las matemadticas para su ensefianza. Con-
sideramos un marco de la construccién del conocimiento como un
conjunto de principios investigados que se alinean con sensibilida-
des complejas y que ofrece un gran potencial para trabajar con los
profesores para que aprendan a estar bien dentro de la ensenanza
de las matematicas, es decir, saber de forma diferente.
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ABSTRACT

We seek to interrupt the recurrent question: “What are we supposed
to do?” We argue that while the focus of much present research
in mathematics education concerns the what of mathematics for
teaching, we might wish to attend to the ways teachers are with
such knowledge — that is a question of knowing itself. We offer com-
plexity thinking as a frame for thinking about knowledge and being
with mathematics for teaching (knowing). We consider a knowl-
edge-building framework as one set of researched principles that
align with complexivist sensibilities and that offer strong potential
for working with teachers in learning to be well with mathematics-
for-teaching [M4T], that is, knowing differently.

INTERRUPTING THE QUESTION: WHAT ARE WE SUPPOSED
TO DO?

Though not particular to math —but perhaps more poignantly felt
there where learners seem so problematically parsed into those who
can and those who cannot— “the plight of a good many teachers,
and teacher educators... seem forever to be stuck in cycles of crisis,
reform, and more blame... and [the pursuit of] ways to cure, con-
trol, and predict” (Taubman, 2012, p. 182). In this paper and our
work, we are mindful to resist occasioning yet another instance of a
repetition compulsion.

We seek instead to address and interrupt problematic assump-
tions residing in the question “What are we supposed to do?” The
question names an assumption as expectation that those asking are
already supposed to have knowledge of particular “right” doing.
As it does so, it announces, and possibly laments, the very absence
of such knowledge by those asking in the first place. We further
locate a disposition of implementation as subtext to the question
—where implemented acts are not enactions of knowing selves but
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rather superficially engaged “doings” grafted onto bodies otherwise
unchanged in the doing. We propose a reorienting of M4T from a
quest for articulating and implementing knowledge of right doing
to a disposition for being and knowing differently, in and through
interactive explorations of co-emergent doing. In short, we turn
to the sensibilities of complexity thinking and the exigencies of
knowledge building practices as a way of prompting learning bod-
ies and bodies of learners into their own co-evolving differences.

Begin, however, by considering the problem as made evident in
the juxtaposition of reform scripts, now 20 years old, against those
presently echoing in classrooms of teachers seeking to enact reform
as “supposed.”

Juxtaposing Scripts

On the question of problem solving, the Alberta Mathematics Pro-
gram of Studies writes:

Learning through problem solving should be the focus of mathematics
at all grade levels. When students encounter new situations and respond
to questions of the type How would you ...? or How could you ...7, the
problem-solving approach is being modelled. Students develop their own
problem-solving strategies by listening to, discussing and trying different
strategies.

A problem-solving activity must ask students to determine a way to get
from what is known to what is sought. If students have already been given
ways to solve the problem, it is not a problem but practice. A true problem
requires students to use prior learnings in new ways and contexts. Prob-
lem solving requires and builds depth of conceptual understanding and
student engagement.

Problem solving is a powerful teaching tool that fosters multiple, creative
and innovative solutions. Creating an environment where students openly

look for, and engage in, finding a variety of strategies for solving problems
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empowers students to explore alternatives and develops confident, cogni-

tive mathematical risk takers. (Alberta Learning, 2007, p. 6)

Magdalene Lampert (1990) invited readers to consider mathemati-
cal knowing and teaching “when the problem is not the question
and the solution is not the answer.” In describing how she prepared
for her lessons, she wrote:

In setting the topical agenda in any particular lesson... my responsibility
was to choose a problem or problems for discussion, and the students’ res-
ponsibility was to express their interests, questions, and understandings
within the domain of the problem...The problems communicated pre-
dictable boundaries for the class discussion, enabling students to know
what they are supposed to be doing and thinking about during the class
period. (p. 39)

Given the above emphases, it is not surprising then that, in our
current research context, we find Ms. D.,! the school’s mathemat-
ics coordinating-teacher, searching the new teaching resource for
marked instances of problem-solving skill-development. Finding
neither lessons explicitly dedicated thus, nor systematically flagged
attentions across the resource, she expresses her worry that using
the resource will leave children absent problem-solving skills.
Lampert (1990) further noted that the “most important crite-
rion in picking a problem was that it be the sort of problem that
would have the capacity to engage all of the students in the class
in making and testing mathematical hypotheses” (p. 39). We con-
trast this with Ms. D. who, considering the day’s lesson, plans for
activities well within the bounds of what students already know
how to do. She decides to change the resource’s suggested provoca-
tions to activities more familiar. As the lesson plays out, she presses

! Ms. D. and the subsequent names of students are pseudonyms intended to pre-
serve the anonymity of research participants.
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her Grade 4 students to articulate the ways they completed a task.
Though the variance across responses is strikingly trivial, the script
continues. Some children wait patiently; others busy themselves
building designs. Two students, Joey and Satya, seem to enjoy the
opportunity to answer questions. They monopolize the talk, fre-
quently interrupting the teacher, and are called to better behave.

Lampert (1990) offered a typical lesson in her study. In it she
modeled talk about thinking by asking, “Can anyone explain what
they thought so-and-so was thinking?” and, “Why would it make
sense to think that?” (p. 40). Well schooled in what to do, Ms. D.
seems to mimic these scripts and others still proliferating across
landscapes of best practices (see e.g., Anderson, Chapin, & Connor,
2011). In the following excerpt she is asking her class to explain why
the ten—rod is called a ten—rod: “Russell, what do you think about
what Joey said? Do you agree? Do you disagree? Can you say what
he said in your own words?” But Russell, in Grade 4, is not paying
attention. Perhaps that is the reason why Ms. D. calls him to address
the question.

“The question, Russell, was why is this called a ten—rod?”

“Because there’s ten ones and it makes a rod,” Russell responds.

“Shane, what do you think about what Russell and Joey said?
You say it in your own words.”

Shane says, “It’s called a ten—rod because ten of these combined
makes ten.”

Ms. D. repeats his answer while the students become increasingly
distracted. She pauses and, assuming a deliberate, methodical ca-
dence matching the videotaped exemplars in her store of commer-
cially available resources, says: “I'm going to ask all of you who were
playing now, who were making buildings and making smiley faces
to stop and put your hands on your knees and your eyes up and
your ears listening.” The structure of the classroom dialogue contin-
ues but with increasing attention to correcting student behaviour.

At the end of class she decides to investigate, asking the students
what they liked most. I learn that this habit of “reflecting back with
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students,” as she describes it, is one that she frequently uses when
she feels that things have not gone as well as she had hoped. Joey
and Satya say they learn best by working on the floor with blocks.
The others, one-by-one, express a preference for seatwork, saying
that they find working on the floor with the manipulatives too bor-
ing. Ms. D. reframes the students’ responses back to them as evi-
dences of learning styles and emphasizes that different people learn
best in different ways.

In debriefing the lesson with Ms. D., we consider that the re-
source suggested that students show 22 with base-10 blocks and
then explore non-standard representations (i.e. using 13 rather
than the typical 4 blocks of 2 tens and 2 units). Ms. D. reflects aloud
on her choice to change the activity. Confronted and confused by
the strangeness of an exploration begun by showing 22 with 13
blocks, she dismisses the activity as being “too hard. It would need
a whole lesson to teach.”

Later, the student teacher (also present during this videotaped
lesson) reports that the particular resource being used in this re-
search school is constraining and procedural.

What Changes, if Anything, When Same Bodies
Do Differently?

Spawned by a re-conceptualization of what it might “be” to mean-
ingfully know mathematics in ways useful for an ever-accelerating
world of change, the mathematics directives of early 90s reforms
(National Council of Teachers of Mathematics, 1989;> Alberta
Education, 1996) detailed teacher acts intended to shift classroom
discourse away from a seeming preoccupation with things “in-
strumental” (Skemp, 1976), “surface” (Marton & Siljo, 1976), and

*Commonly termed NCTM Standards.
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trivially rote and procedural (Cobb, et al., 1992) into communal
interactions where authentic sense would be made in ways suited
to creative demands of unpredictable futures.

Indeed, over the past several months of this early mathemat-
ics learning research initiative in one small school, we hear echoes
of the various reform scripts (e.g. Boaler, 2002; Cobb, et al., 1992;
Lampert, 1990) in the voices of teachers and consultants committed
to a “rightness” of inquiry and discovery. Yet, these determinations
are spoken in ways and contexts aligned to an overriding rhythm of
habits, intentions, and an ethos of dutifully doing as told.

The present program of studies stipulates that

by decreasing emphasis on rote calculation, drill and practice, and the size
of numbers used in paper and pencil calculations, more time is available
for concept development. Concepts should be introduced using manipu-
latives and be developed concretely, pictorially and symbolically (Alberta
Learning, 2007, p. 10)

So concerned about anything visibly resembling the now-derided
“mindless” rote of yesteryear, the same teachers, just this week,
spoke both relief and discomfort in reading dissention in Mert-
tens 1995 paper “Teaching not learning: Listening to parents and
empowering children”. One teacher said, “I felt relieved reading
this article. It gave me permission to do what I think needs do-
ing.” Another admitted, “I feel guilty and just close the door to work
on number facts.” It seems that permission to practice, where that
practice is effortful, has not yet “hit the ground.” Our teachers are
strongly motivated to do what is right, even when that right seems
to go against their deep knowing. Has our project been one of tell-
ing teachers what to do, where what to do is “not to tell children
what to do”™?

It has been over 20 years since the most recent rounds of mathe-
matics reforms made their way into the front matters of programs of
study in Canada (Alberta Education, 1996, modeled after the Amer-
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ican NCTM Standards, 1989) and Mexico (Poder Ejecutivo Federal,
1989), yet the outcomes that follow have little changed. How is it
that what was intended as reform seems to have naught but affirmed
the adage, “The more things change the more they stay the same™?

Grafting Learning Processes onto Mathematics Content

We speculate as to a problematic misfit evidenced in the inten-
tions of the front matters of curriculum materials and the listing
of measurable student outcomes that follow. Teachers do not de-
fine the trajectory to be taken across the grades of the given (and
ever-evolving) ideation system of mathematics, leastwise not at
any macro or meso levels of discernment. That trajectory comes
largely pre-ordained for them in the program of studies. And so a
question arises here of fit: On what principles have the outcomes
in programs of study been designed? What or who determines
that a given outcome be more or less complex and better suited
for younger children? Despite changes in understanding about how
people learn, the course of movement through the discipline of
mathematics as defined in curriculum has not appreciably shifted
in the past several centuries.

In Radical Constructivism and Mathematics Education, Steffe
and Kieren (1994) traced the influence of constructivist thought on
mathematics educators over the latter half of the 20™ century. They
noted a Cartesian epistemology and posited an anxiety evidenced in
curriculum design where “mathematical structures were regarded
as having a mind-independent existence, and the function of ratio-
nality was to come to know these fundamental structures” (p. 712).
Steffe and Kieren elaborated this point in the following excerpt:

The fundamental structures of mathematics served as the fixed founda-

tion for most of the developers of the modern mathematics programs. In

those cases, we believe that the curriculum developers were, perhaps unin-
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tentionally, entangled in Cartesian anxiety because they conflated mathe-
matical structures and capacities for reason and logic. They apparently felt
no necessity to look beyond mathematical structures to investigate what

the mathematical knowledge of students might be like (p. 713).

Have the outcomes of mathematics curricula been designed accord-
ing to a view of mathematics as disembodied pure form and not in
terms of how humans enter or make sense of it? Might we consider
that the programs of studies as passed down to us since their Carte-
sian conception and before, do order grade-level content according
to what is common and familiar in culture; that is, a curriculum that
moves not according to increasing complexity but rather that one
that moves according to decreasing cultural familiarity? As it turns
out, basic math (as in back-to-the-basics) may well be anything but
basic in terms of conceptual accessibility. We note, however, that
itis the math “everyone”is supposed (in both meanings of the word)
to know how to “do.” Given these assumptions it would follow that a
proper approach to teaching the “basics” would be through rote and
procedural exercises bent on honing familiarity and much less in
the direction of conceptual understanding. Given that lists of stu-
dent outcomes are not about to change any time soon, these obser-
vations bear relevance to the kind of knowing that teachers bring to
and need to develop in order to teach math well.

Indeed, M4T could be rethought as a way of being with the
learner and mathematics, a way that attends to the inseparability of
“learning” and “mathematics” as in the reciprocal phrases “learning
mathematics” and “mathematics learning.” That is, we argue for an
entry into the “what” of M4T, not through any recitation of scripts
or reenactments of what to do, but rather through an emphasis on
knowing that resides at the articulation of learning bodies and bod-
ies to be learned.

Though the focus of much present research in mathematics
education concerns the what of M4T, our research calls for re-
considerations of that what in terms of how to be well with M4T;
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that is, doing so in ways that accord with one’s ongoing being and
becoming. In short, we consider M4T as being less about having
knowledge and more about the question of knowing itself, about
teachers transitioning from being scripted by to being differently
engaged in M4T. We offer that a transition to doing less of the same
asks for a shift in the way we perceive/conceive and engage the chal-
lenges of mathematics learning today. To that end, we propose the
re-conceptualization of M4T and the challenge of teachers know-
ing as considered through a paradigmatically different lens from
one that challenges the very fundaments of knowledge out there, of
right knowledge to be acquired. Instead, we advance a complexivist
frame through which to consider differently.

MA4T AS COMPLEX KNOWING
What is “Complex”?

It is not easy to enter a discussion of complexity, as the word is
subject to such diverse interpretations. Indeed, perhaps the most
frequently encountered statement in reviews of complex systems
research is that there is no unified definition of such key terms
as complex and complexity, even among researchers. Rather than
opening with a one-size-fits-all description, then, accounts of com-
plexity research tend to begin by invoking some manner of Aristo-
tle’s observation that “the whole can be greater than the sum of the
parts.” Complexity researchers are interested in those phenomena
that do not reveal themselves —and that, in fact, might disintegrate—
under the reductive scrutiny of analytic methods.

This is not to say that complex systems researchers are uninter-
ested in constituent parts or governing laws. The point, rather, is
that some phenomena manifest traits and capacities that cannot be
predicted or explained in terms of components and rules, in part be-
cause those complex phenomena change over time. Invoking princi-
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ples that are more reliant on Darwin than Newton, complex systems
researchers investigate both how interacting parts enable systems’
global behaviors, and how those systems relate to and interact with
other phenomena in their environments. Such emphases are clear-
ly not “new.” On the contrary, the first major development in the
emergence of complexity research was the recognition that there is
a class of phenomena that cannot be understood in terms of simple
cause-effect dynamics. In the western world, that recognition was
formally announced in the 1800s through the work of Darwin and
his contemporaries, but it took more than a century for the sensibil-
ity to percolate to and through other branches of academic inquiry.

With that slow percolation, complexity research only cohered
as a discernible movement in mathematics and in the physical and
information sciences in the middle of the 20" century, with the so-
cial sciences and humanities joining in its development in more
recent decades. To a much lesser (but noticeably accelerating) ex-
tent, complex systems research has been embraced by educationists
whose interests extend across such levels of phenomena as genom-
ics, neurological process, subjective understanding, interpersonal
dynamics, cultural evolution, and global ecology.

In fact, complex systems research is itself an example of what
it studies: an emergent phenomenon in which similar but none-
theless diverse elements coalesce into a coherent, discernible unity
that cannot be appreciated as a sum of its constituents. A sense
of its internal diversity might be gleaned from some of the varied
terms for complex systems that have arisen in different fields, in-
cluding “complex adaptive systems” (physics), “nonlinear dynami-
cal systems” (mathematics), “dissipative structures” (chemistry),
“autopoietic systems” (biology), healthy organisms (health care),
“organized complex systems” (information science), social systems
(sociology) and simply “systems” (cybernetics) (Mitchell, 2009).
This range of titles and interests is both boon and bane. On the
positive side, it offers a sense of the breadth of phenomena and
diversity of interest that is addressed within discussions of com-
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plexity. On the negative, it points to the reason that there is no
readily comprehensible, unified description of complexity; rather,
researchers tend to structure definitions around their particular
research interests, and it is not an exaggeration to suggest these in-
terests span the smallest to the largest and the briefest to the most
protracted of phenomena.

Rather than lamenting this tendency toward diverse definition,
we find it a useful means to hear deep resonances within the field
of mathematics education research. In particular, several theories of
learning that have been prevalent for many decades are readily
aligned with complexivist sensibilities. For example, one would
be hard pressed to find recent research on mathematics learning
that is not deeply committed to such notions as co-participation,
inextricable entanglements, decentralized structures, co-adaptive
dynamics, self-determination, and non-linear unfoldings. But
perhaps the clearest evidence of the prevalence of complexivist
sensibilities is the frequent usage of the notion of emergence, in
descriptions of individual learning (e.g. Lesh & Doerr, 2010; van
Oers, 2010; Proulx, 2013, Bowers & Nickerson, 2001), the prod-
ucts of mathematical understanding (Cobb, 1999; Font, Godino, &
Gallardo, 2013), tools of learning (Hershkowitz & Schwarz, 1999),
collective knowledge production (Cobb & Bauersfeld, 1995; Bur-
ton, 1999; Davis & Simmt, 2006; Martin & Towers, 2011), teachers’
dynamic knowledge of mathematics (Davis, 2011; Davis & Renert,
2014), and the open-ended character of mathematics knowledge
itself (Foote, 2007; Hegedus & Moreno-Armella, 2011). Granted,
usages of emergence are frequently left undefined and relatively
few researchers have explicitly likened complex systems to learners
(e.g. Wilensky & Resnick, 1999; Stroup & Wilensky, 2000; Davis
& Simmt, 2003; Lesh & Doerr, 2010, Kilgore, 1999). However, the
frequent use of emergence signals an important and broad appre-
ciation of the adaptive, irreducible, unprescribable, yet-coherent
natures of knowledge, knowledge production, and knowledge-
producing systems.
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Or, more concisely, of knowing.

Before engaging in a complexity-based reading of a few of the
more prominent theories of learning in the field, it is useful to
be explicit about some of the key aspects of a complex (learning)
form/phenomenon/entity, hereafter referred to simply as a knowing
system. In brief, a knowing system is a perceptible coherence that

- co-dependently arises with the world in the co-implicated
interactions of multiple agents/systems (e.g. neurons, in-
stantiations, schemata, persons, social clusters, subcultures,
species),

- s typically conceived/perceived and characterized as a body
and/or in embodied terms (e.g. a person, a body of knowl-
edge, a social corpus, the body politic),

- manifests features and capacities that are not observed in
constituting agents/systems,

- maintains itself over some period of time, and

- evolves in response to both internal and external dynamics
in manners that are better described in terms of adequacy/
sufficiency (i.e. fitness among subagents and between agent
and environment) than optimality/efficiency (i.e. match be-

tween internal and external).
KNOWLEDGE BUILDING
What is Knowledge Building?
Scardamalia and Bereiter’s (2010) theory of knowledge building
explicitly recognizes the complex, self-organizing nature of knowl-

edge creation. In their work,

[s]elf-organization and emergence are recognized at all levels from the

neural to the cognitive to the socio-cognitive and on up to the epistemic,
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where it is ideas themselves that interact to form more complex ideas. We
predict that eventually all learning, cognitive, and educational theories
will be reconstructed on the basis of self-organizing systems concepts;
Knowledge building theory is no exception and more amenable to such

reconstruction (Scardamalia & Bereiter, 2010, p.12).

Intentionality and community knowledge are two of the charac-
teristics that distinguish Knowledge Building (KB) in educational
contexts from related constructivist learning discourses (Scarda-
malia & Bereiter, 2010). Individuals in KB communities are con-
sciously aware of the process in which they are engaged, and as such
their decisions are intentional and deliberate and are oriented to
and by a commitment to the sustained efforts required to system-
atically benefit, advance and improve the communal collective(s)
of knowers through iterative improvements to the quality of the
knowledge resources and artefacts they are able to access and de-
ploy. More succinctly, “Knowledge Building is the creation and im-
provement of knowledge of value to one’s community” (p. 8). It is
the main activity of a Knowledge Building culture.

At present, 12 Knowledge Building principles have been explic-
itly identified (Scardamalia & Bereiter, 2006, 2010; Tarchi et al.,
2013). These principles can serve multiple purposes which include
functioning as design parameters for prompting pedagogical deci-
sion making and grounds from which practices can be evaluated.
They form an interconnected system that offers pragmatic advice
for the emphases to which individuals and groups committed to
transforming themselves into a knowledge-producing collective
might choose to attend more deliberately, and are not intended as
a checklist to be implemented. The 12 principles are: Real Ideas /
Authentic Problems, Improvable Ideas, Idea Diversity, Rise Above
(i.e. to more inclusive principles), Epistemic Agency, Community
Knowledge, Democratizing Knowledge, Symmetric Knowledge Ad-
vancement (i.e. distributed expertise), Pervasive Knowledge Build-
ing, Constructive Use of Authoritative Sources, Knowledge Building
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Discourse, and Concurrent, Embedded, and Transformative Assess-
ment. Though space does not permit a detailing of the specifics of
each of these and their complex inter-relationships, it is useful to
point out that, collectively, these principles can be thought of as set-
ting some ‘initial conditions’ from which a complex disposition—a
way of knowing that actively engages different learning bodies and
bodies of learning—has a high probability of successfully emerging.
In the specific context of our ongoing work with teachers of learners
of mathematics, we frame this disposition, or knowing, as a being
well with M4T.

What Does Being Well With M4T Entail?

In contrast to a narrow focus on the acquisition of proficiency
with isolated rules, concepts, and procedures, a goal of intentional
instruction in mathematics in school can be framed as the devel-
opment of healthy ‘mathematical dispositions’ (De Corte, 2004).
According to De Corte, Verschaffel and Op’ T Eynde (2000), the
components of such a disposition include: mastery of domain spe-
cific knowledge, mastery of heuristic strategies, meta-knowledge
proficiency, self-regulatory skills and positive mathematics related
beliefs. This is consistent with a view of mathematics as “a set of hu-
man sense-making and problem-solving activities based on math-
ematical modeling of reality” (De Corte, 2004, p. 280).

At our scale of interest - teacher education - we have framed the
types of dispositions of teacher-learners that might lead to healthy
mathematical dispositions amongst their students as a being well
with M4T. In doing so, we are not discarding the various types of
knowledge identified as needed and enacted by teachers (e.g. Shul-
man’s Seven types); rather, we have drawn upon research on general
expertise, on expertise in teaching and on particular expertise for
mathematics teaching (Brown & Coles, 2011; Davis & Renert, 2014;
Li & Kaiser, 2011). From this literature, we note that a common fea-
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ture of expertise is a certain productive, though not necessarily easy,
way of being with the particular knowledges necessary for success
and exemplary action in the domain of practice over a prolonged
period of time. We do not take such dispositions as being innate in-
dividual characteristics but as co-emerging with sustained effortful
and deliberate practice in growth-minded oriented communities.

CONCLUSION: BEING WELL WITH M4T

In problematizing teachers’ efforts to do “what they are supposed
to,” we propose a shift in describing what teachers need to know in
terms of how that knowledge develops; i.e. in terms of emergent
knowing. Here, mathematics and knowing converge; “knowing
mathematics” and “mathematics knowing” emerge as tautologies
describing complex learning bodies and bodies of learning. Framed
this way, the principles of knowledge-building offer a way forward
that facilitates being well with M4T:

...in a healthy Knowledge Building culture, the shared goal of advancing
a knowledge frontier has dissatisfaction with the current state of ideas as a
presupposition. There is no need to induce cognitive conflict; the need
to improve existing ideas is constitutive of the community, it is why the

community exists in the first place (Scardamalia & Bereiter, 2010, p. 11.)
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CAPITULO Il / CHAPTER I

DESIGNING FOR DEEP MATHEMATICAL
UNDERSTANDING: REFLECTIONS ON THE DESIGN AND
IMPLEMENTATION OF A FRAMEWORK FOR TEACHERS

Martina Metz, Paulino Preciado,
Chenoa Marcotte

RESUMEN

En este capitulo presentamos el trabajo “Diseno para el entendi-
miento matemadtico profundo”, desarrollado para la Galileo Educa-
tional Network Association, con el fin de apoyar a los profesores en
la escuela donde trabajan para que involucren a sus estudiantes
en experiencias matemdticas mds auténticas, durante un programa
de formacién docente de tres anos. En el andlisis de entrevistas con
profesores al final del programa, notamos que los ayudé a: 1) aten-
der aspectos de actividades que promovieron la investigacién en
matemadticas, y 2) apreciar la importancia de la comunidad mate-

matica para profundizar el entendimiento en matematicas.
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ABSTRACT

In this chapter, we present a framework for “Designing For Deep
Mathematical Understanding” developed for the Galileo Edu-
cational Network Association to support teachers in a school,
working to engage their students in more authentic mathematical
experiences in a three-year professional development program. In
an analysis of interviews with teachers at the end of the program,
we noted that it helped teachers to: 1) attend to aspects of tasks
that sponsored mathematical inquiry; and 2) appreciate the sig-
nificance of mathematical community in deepening mathematical
understanding.

KNOWING MATHEMATICS FOR TEACHING

Deciding what mathematical knowledge teachers require for teach-
ing mathematics depends in part on perceptions of what it means
to learn mathematics. We share the view of many mathematics
education researchers and practitioners who have long advocated
encouraging students to “do mathematics.” This entails a concep-
tion of teaching that includes but goes beyond reproducing pre-
established knowledge; rather, mathematical knowledge is seen as
co-created with students in the classroom. Mason, Burton, and Sta-
cey (2010) described mathematical thinking as an iterative process
entailing: a) specialization and generalization, b) conjecture and
verification, and c) reflection and extension. As students engage in
this process, they work and think like mathematicians. In this view,
teaching involves dealing with unforeseeable, contingent situations
in the classroom; doing so includes “attending to students’ ques-
tions, anticipating some difficulties and dealing with unexpected
ones, taking advantage of opportunities, making connections, and
extending students’ horizons beyond the immediate tasks” (Row-
land & Zazkis, 2013, p. 138).
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The mathematical knowledge required for best teaching prac-
tices has been widely studied for more than four decades. Most
recently, Davis and Renert (2014) described a shift from “what”
teachers should know to “how” they should know it. They argued
that “mathematics-for-teaching is more about an open disposition to
emergent mathematics than it is about mastery of any specific body
of knowledge” (p. 106; emphasis added). More specifically, it attends
to the evolution of concepts (p. 75). They further described math-
ematical concepts as either formal or cultural. While formal mathe-
matics is about formal definitions and concepts developed as a body
of knowledge and written in textbooks as fixed and prescribed,
cultural mathematics includes “the analogies, metaphors, applica-
tions, systems, discourses, and practices that relate to mathemat-
ics, but are not traditionally seen as formal mathematics” (p. 105).
When the teacher is open to co-construct mathematical knowledge
with students, both formal and cultural mathematical concepts
emerge iteratively as students progress through grade levels.

Preparing teachers to act in-the-moment when they are plan-
ning or leading a mathematics lesson is also related to assess-
ment in the sense of ongoing feedback that informs learning, or
assessment-for-learning. Friesen (2009) proposed a framework for
teaching effectiveness in which teachers are considered designers of
inquiry-based learning environments in which assessment plays a
central role: “Assessment should make up a large part of the school
day, not in the form of separate tests, but as a seamless part of the
learning process” (p. 5).

We present the Design for Deep Mathematical Understanding
(DDMU) framework in this chapter as both a tool for, and an out-
come of, our work; it was produced for and with teachers and used
to support the decisions involved in planning and enacting tasks
to prompt mathematical learning in their classrooms. Through-
out our work as Galileo Educational Network Association (GENA)
mentors, we (Martina and Chenoa) tried to broaden teachers’ per-
ceptions of mathematical knowing relevant to the ways they de-
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signed and implemented mathematical tasks; i.e. the framework
was intended as a guide for teachers as they developed and/or
adapted learning tasks and as they engaged in the tasks themselves.
The framework was particularly useful in helping teachers respond
differently to student questions and difficulties, and in prompting
awarenesses that allowed teachers to take advantage of mathemati-
cal opportunities that emerged in-the-moment. This attention to
how mathematical knowing is held is key to how we situate our
work within the broader realm of mathematics for teaching. For
instance, by prompting awareness of opportunities for reasoning,
modeling, and problem solving, we hoped to trigger an ongoing
mode of engagement with mathematics that served to create ever-
more connected mathematical understanding, which in turn would
further occasion the emergence of new insight.

In broadening the scope of what teachers attended to, we also
hoped to impact the ways teachers assessed mathematical know-
ing, again primarily in the sense of how they provided ongoing
feedback. Teachers at the school were required to provide written
descriptions of students’ progress within particular categories, and
we intentionally aligned the descriptors of the DDMU framework
with these categories. In Part 2 of this chapter, we describe how the
interaction of the reporting categories, teachers’ goals, and our own
understanding of what is significant in prompting mathematical
engagement resulted in the DDMU. In Part 3, we share selected ex-
cerpts from teachers’ interviews that describe their experiences of
using the framework.

DEVELOPING THE FRAMEWORK
We initially developed the DDMU framework in response to our in-
teractions with a particular group of teachers. In Table 1 we pres-

ent the iteration of this document corresponding to the time of
writing; further versions are available on the Galileo website (GENA,
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2014). Over the course of the first two years of our work with the
teachers, we typically tried to engage them all in the same tasks with
the aims of: a) deepening their own mathematical understanding,
and b) providing common ground for discussion of what strong
mathematical inquiry might entail. From the beginning, teachers
showed considerable interest in moving beyond strictly procedure-
based math and many had already taken important steps to do
so. Many, however, had been frustrated by experiences with tasks
that, while interesting, did not seem to them to address curriculum
goals. At the beginning of the third year, teachers expressed a de-
sire to work with material that was more directly relevant to what
they were doing in their classrooms at a particular moment in time.
We wanted to support them in this but also needed to find suffi-
cient common ground among the (Grades 4-9) teachers to enable
meaningful conversation among them. The DDMU framework laid
out common goals and terminology that made it easier to facilitate
these interactions.

The basic structure for the framework began as a loose asso-
ciation between Kilpatrick, Swafford, and Findells’ (2001) strands
of mathematical proficiency — i.e. conceptual understanding, pro-
cedural fluency, strategic competence, adaptive reasoning, and
productive disposition — and the school’s reporting categories: in-
quiry, knowledge, communication, community, and work habits.
We hoped that by describing mathematics in terms of categories
that the teachers were already required to assess, it would be easier
for them to engage deeply with the observations we were asking
them to make and that these observations would help them com-
plete an important and time-consuming task in the life of a teacher
at this school: i.e. reporting on student progress.
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Designing for Deep Understanding in Mathematics

Inquiry
Reasoning & Proof
* Develops mathematical conjectures; e.g. notes patterns and attempts to explain
why they are true
* Attempts to generalize; i.e. tests examples and counter-examples; considers un-
der what conditions a statement or method is valid, possibly by testing extreme
and/or special cases;
 Distinguishes between necessary and possible statements

Problem Solving
* Develops a plan, modifies it as needed, simplifies if possible;

* ldentifies sub-problems and relates them to each other and to the main problem;

» Considers strengths and weaknesses of various strategies

* Considers similarities and differences between different strategies, different
problems, and variations of a particular problem

Modeling / Mathematizing
* Describes situations mathematically by selecting relevant aspects of a situation

and describing them with some form of mathematical symbol system

» Considers strengths / weaknesses of model

* Generalizes models of individual situations to models that work in a variety of
situations

Knowledge
Procedural Competence
« Distinguishes between aspects of procedure that are necessary and those that
are arbitrary (i.e. agreed-upon conventions)
* Compares effectiveness of invented strategies with conventional procedures
(there is often a trade-off between transparency and efficiency)
* Uses efficient procedures appropriately and accurately (note contrast with math-
ematizing above).
» Considers reasonableness of answers
* Applies known procedures appropriately

Conceptual Understanding (big ideas):
* Understands connections between various mathematical topics (e.g. connections

between multiplication and division; linear relations and proportionality)

¢ Systematically explores variations of a particular concept; considers which
dimensions might vary and to what degree.

» Attends to and resolves discrepancies between aspects of understanding

Mathematical Work Habits

» Considers alternative ideas

* Tolerates ambiguity

* Willing to try own ideas before seeking help

» Engages in a state of flow, characterized by extended periods of deep thinking

» Experiences “aha!” moments that are often characterized by the excitement of
trying to communicate ideas to the teacher or other students; e.g. involving loud
expressions accompanied by bodily movement

* Appreciates elegance; i.e. the appeal of simple but powerful arguments that help
with solving problems or understanding mathematical concepts
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Designing for Deep Understanding in Mathematics

Mathematical Community

» Contributes to class and small group discussions re: the development of ideas
and the collaborative solving of problems

 Builds on the ideas of others by actively seeking to connect contributions to
what others have said or done (This goes with....; | agree with....; | disagree with...;
| think | see what ... means by ...; Another way of saying that might be....)

* Respects other people and ideas; i.e. works hard to understand other views (asks
questions, paraphrases, etc.)

Communication
* Shows work (uses writing, charts, diagrams, models, etc.)
* Organizes complex ideas so they can be clearly articulated and/or illustrated
* Uses appropriate mathematical terminology and notation to express their ideas

Table I. The “Designing For Deep Understanding in Mathematics” framework (GENA, 2014; Reprinted with
permission.)

ATTENDING TO INQUIRY

The school’s reporting categories arose from attempts to draw
more explicit attention to modes of inquiry in each of the academic
disciplines. Prior to the work discussed here, the school had sepa-
rated inquiry and knowledge in their reporting categories (for all
subjects). This was not intended to suggest that knowledge could
be developed separate from inquiry or that inquiry was not about
developing knowledge. It was hoped, however, that the somewhat
artificial separation would broaden teacher attention beyond at-
tempts to impart pre-defined, static, and (in mathematics) largely
procedural knowledge. With inquiry in its own assessment catego-
ry, assessment of mathematical competency could not rely exclu-
sively on procedural competence, even if students were expected to
understand how and why those procedures worked.

Throughout our time at the school, we worked primarily with
teachers to develop thought-provoking, generative problem spac-
es; we did not have the opportunity to be present in classrooms.
We hoped that by working with teachers to design problem spaces
within which particular competencies were required, teachers’ at-
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tention might be better primed to notice ways that students used
them; again, we hoped to draw attention to significant mathemati-
cal ways of being that emerged in the context of rich tasks.

Using the DDMU framework as a guiding document, we met
separately with each grade-level teaching team (consisting of
two teachers) to work through mathematical tasks that teachers
planned to take up with their students. In some cases we suggested
the tasks, and in others the teachers brought forward ideas of their
own that they wanted to try. In both instances, we attempted to
engage teachers in exploring mathematical potentials that might
otherwise have gone unnoticed. Following these initial meetings,
the teams introduced the tasks to their students. Each team gath-
ered evidence of student learning (e.g. written work, video-taped
discussion) to share with the other teams at a large-group meeting.
During these meetings, we used the DDMU framework as a lens
to guide our discussions, reflections, and considerations of next
steps. We repeated this iterative cycle three times over the course
of the year.

Broadening Perceptions of Reasoning and Context

In describing mathematical inquiry, we hoped to draw attention
to two key ideas that seemed to us to be impeding deeper under-
standing: 1) the conflation of a (sometimes) narrow view of prob-
lem solving and reasoning, and 2) problematic definitions of “good
context.”

For some teachers, problem solving provided opportunities to
assess inquiry, and there was insightful talk detailing how students
developed and compared diverse strategies. In many cases, howev-
er, what teachers referred to as problem solving involved little more
than knowing when to apply previously learned procedures. Also,
it seemed that mathematical reasoning and problem solving were
sometimes lumped together, typically at the expense of reasoning.
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To further confuse matters, there were instances where reasoning
was conflated with “reasonable”; i.e. if students were considering
the reasonableness of their answers, they were using mathematical
reasoning. While true to a certain extent, this is a limiting definition
of reasoning. In an attempt to extend perceptions of reasoning, we
proposed a definition of reasoning that attended to forming and
testing mathematical conjectures, generalizing developing ideas to
ever-expanding contexts, and distinguishing between what is nec-
essary and what is merely possible (as in Table 1). Such notions
seemed lofty to some, so we tried to emphasize ways they might be
found in familiar mathematical spaces. Opportunities to use and
develop strong reasoning could be found by shifting attention to
when and how it was important and already being used implicitly.
For example, most students who understand that the area of a rect-
angle can be found by Iw can readily see that a rectangle cut in half
diagonally produces a triangle whose area can be described by Y2lw:
But does this apply to all triangles?

Influenced by Kilpatrick, Swafford, and Findell’s (2001) dis-
tinction between adaptive reasoning and strategic competence,
we contrasted our consideration of mathematical reasoning with
the strategic competencies collected under the more familiar (to the
teachers) label of problem solving. The separation is not clean:
Considering “similarities and differences between different strat-
egies, different problems, and variations of a particular problem”
(GENA, 2014, p. 1) are also significant to considerations of gener-
alizability, which we described as an aspect of reasoning. As with
the separation of knowledge and inquiry, however, putting reason-
ing in its own category helped emphasize aspects of reasoning that
tended to be overlooked.

The teachers at the school all taught both mathematics and sci-
ence. Many expressed strong interest in working with tasks that
acknowledged the connection between these disciplines. In doing
so, they often described “good contexts” solely in terms of whether
they provided opportunities for applying mathematical formulas
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and procedures rather than for their potential to evoke the emer-
gence of mathematical concepts and ways of being. We emphasized
a distinction between applying teacher-given procedures to solve a
mathematical problem on the one hand, and modeling or math-
ematizing on the other. For example, when students mathematize,
they describe a situation in ways that make particular relation-
ships more apparent. They might draw a graph, write an algebra-
ic expression, or assign categories but they do so to make sense of
something, not just to practice using a pre-determined algorithm,
formula, or procedure. Here we drew on Lesh’s work to distinguish
mathematical modeling from traditional problem solving (cf. Lesh
& Harel, 2003) and Fosnot’s descriptions of mathematizing at the
K-6 level (Fosnot & Dolk, 2002). Dan Meyer’s (2012) description
of the “ladder of abstraction” was also helpful in clarifying the dis-
tinction between mathematizing and merely applying mathemati-
cal procedures, particularly since many of the teachers admired his
work and followed his blog.

To help teachers consider context in terms of its potential for
providing opportunities for reasoning, problem solving, and math-
ematizing, we encouraged them to ask two key questions of the
mathematical tasks they were developing (sometimes indepen-
dently and sometimes with the support of GENA mentors) for their
students:

* How does a particular context inform the development of the
mathematics?

* How can the mathematics developed within a particular con-
text (whether it be rooted in science, pure math, or whatever) be
generalized/refined/expanded to be more broadly applicable?

By defining inquiry in terms of reasoning, problem solving, and
modeling, we hoped to draw attention to aspects of mathematics
that allowed consideration of more than procedural competence
and conceptual understanding.
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Reconsidering Knowledge

In using the DDMU with teachers, we found that while inquiry
now received a great deal of attention, describing “knowledge”
solely in terms of procedural competence and conceptual under-
standing still seemed to imply that it could be developed sepa-
rately from the processes of inquiry. We have since elaborated
the descriptors for knowledge in ways that we hope more strongly
emphasize how knowing emerges from the processes of inquiry. In
particular, we invoked Hewitt’s (1999) distinction between what
is arbitrary and necessary in mathematics, emphasizing the need
to explicitly recognize that some mathematical knowledge is purely
conventional.

We also noted a trade-off between efficiency and transparency
that often becomes apparent when students use their own strate-
gies to solve a problem. Their early attempts to develop procedures
tend to be cumbersome. With appropriate feedback, though, many
such strategies do work and can be used as bridges to conventional
procedures.

Finally, we drew on Donovan and Bransford’s (2005) work with
“engaging resilient preconceptions” to elaborate ways of deepen-
ing conceptual understanding. While these recommendations were
aimed at teachers, we included responsibility for noting and resolv-
ing discrepancy in our list of indicators in the DDMU framework;
we felt that this was a mathematical habit in which students should
regularly engage.

Mathematical Community, Work Habits,
and Communication
As we developed the DDMU framework, we hoped to support teach-

ers in their (in some cases considerable) efforts to enrich descrip-
tions of work habits, community, and communication (the other
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three reporting categories used by the school) beyond staying on
task, sharing politely, and showing work in a neat and organized
fashion. While these are important, we invited further consideration
of how each category might be described so as to more directly sup-
port the evolution of mathematical understanding. For example,
we thought it important to emphasize habits of mind such as toler-
ating ambiguity and being willing to consider diverse ideas rather
than merely staying on task. Further, a mathematical community
must do more than provide opportunities for students to publicly
share their ideas: it should be a place where those ideas interact and
evolve (Davis & Simmt, 2003). For this to happen, teachers must
thoughtfully structure the way students share their ideas and help
them develop strategies for questioning and responding to one
another. Finally, although we supported attention to neatness, or-
ganization, and correct terminology, we emphasized that students
should first be allowed to develop ideas and work with concepts
before attending to labels for those ideas and concepts.

The categories of the DDMU framework served as a point of dis-
cussion between the teachers and GENA mentors throughout the
third year of the program. To varying degrees, teachers used the cri-
teria outlined within it to select and adapt tasks, to guide the ongo-
ing evolution of mathematical understanding as it emerged in their
classrooms, and to talk about and assess student knowing. How the
teachers described their experiences of doing so is the focus of the
next section.

TEACHERS’ EXPERIENCE OF THE FRAMEWORK

At the end of the third year, all twelve teachers involved in the pro-
gram agreed to be interviewed. With the exception of one teacher
whose partner was unable to attend, interviews were held with pairs
of partner teachers co-teaching the same grade level, with six inter-
views in total. We used a phenomenographic approach (Marton,
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1981; Sin, 2010) to identify and describe different teachers’ experi-
ences of how their collaboration with GENA mentors was implicat-
ed in their deepening understanding of mathematics for teaching
(see Preciado-Babb, Marcotte, & Metz, 2013). Here, we attend par-
ticularly to teachers’ comments regarding their experiences of using
the DDMU framework.

While Chenoa and Martina were the GENA teacher mentors dur-
ing the project, Paulino attended sessions with teachers during the
last year to become familiar with the professional learning initiative
they were engaged in. The semi-structured questions for the in-
terviews were designed collaboratively with other professors in the
Faculty of Education at the University of Calgary. The questions are
summarized in Table 2. The “Strong Work in Mathematics” docu-
ment mentioned in the interview protocol evolved into the DDMU
framework described in this chapter.

Interview Protocol

Over the past one/two/three years, you have participated in some version of lesson
study with Galileo. Is there a moment that stands out for you as having contributed to
your understanding of teaching and learning math? Any others? (Teachers may wish to
refer to the attached summary to help jog their memory.)

What types of (mathematical, pedagogical) discussions were held in the lesson study
with Galileo?

What other types of PD (pertaining to mathematics teaching) have you participated in?

How did these experiences contribute to your understanding of teaching and learning
mathematics?

How would you describe a “good problem”? How have you adapted problems so that
they better fit your criteria for “good”? Has this description changed over the time
you worked with Galileo?

Refer to the “strong work in mathematics” [i.e. DDMU] document. How has your
understanding of these categories shifted over time? Are there ways in which you find
the categories limiting?

What will you do or stop doing in your own practice as a consequence of participating
with Galileo?
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Interview Protocol

Consider one of the problems you developed over the course of the year. Do you
think this is a rich mathematical task? What are the features that make this task a rich
mathematical problem?

How did you know when students were engaged in mathematical thinking while wor-
king on this problem? Provide some examples.

What approaches did students use to solve the problem? What misconceptions
became evident as students worked on the problem? How did you address these
misconceptions?

What did you learn about teaching mathematics and/or how did you deepen your own
understanding of mathematics by using this task in your classroom?

Table 2. Interview Protocol.

Paulino, who did not participate as a teacher educator, conducted
the interviews. Teachers were provided with the questions in ad-
vance to give them time to reflect on their answers. Due to staffing
changes at the school, not all of the teachers were involved in this
particular professional learning initiative for the full three years.
However, all but one of the teachers participated throughout the
third year, when the DDMU framework played a key role.

Interviews were professionally transcribed, and we compared
the transcriptions with the original audio recordings to ensure ac-
curacy. Each one of us independently re-read the transcriptions to
identify overall themes and then came together as a team to dis-
cuss them. In doing so, we agreed that the impact of the DDMU
was apparent and we identified two predominant themes regarding
its use: 1) The framework helped teachers to define strong math-
ematical inquiry more clearly; and 2) It highlighted for participants
the importance of developing a strong mathematical community
in their classrooms. We note that our data is limited to teachers’
perceptions of the impact of the DDMU, as recorded in the inter-
views. Although we were not present in classrooms, our interview
questions directed attention to particular tasks and to perceptions
of student mathematical work and thinking, and we tried to evoke
descriptions of particular experiences.
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Attending to Strong Mathematical Inquiry

Based on teachers’ reflections in the interviews, we found evidence
suggesting that the framework assisted teachers in noticing and
talking about strong mathematical inquiry. More specifically, the
DDMU assisted teachers in: 1) selecting and/or designing tasks; 2)
adapting tasks so that they provided more opportunity for math-
ematical inquiry; 3) responding to evolving mathematical knowing
in the act of teaching, and 4) referring explicitly to aspects of inqui-
ry in conversation with their students. We elaborate on each of these
points in this section, using selected quotations from the interviews
to exemplify teachers’ connections between practice and the DDMU.

Selecting better tasks

In discussing task selection, most teachers made reference to the
distinction between procedural competency and conceptual un-
derstanding: Teacher 1 made explicit reference to a shift in practice
from teaching problem solving as a series of prescribed steps that
students were asked to follow, to viewing problem solving as offer-
ing a space where students could explore their own strategies:

There were a lot of conversations about just how do we get—well, what
do we have to actually figure out to do the rest of the problem. So we
had taught area beforehand to do this problem, which I won’t necessar-
ily always do. I think that’s kind of one of those open-ended things: Give
them a problem before you've really taught the concept, and see if they can

figure out a way to do it.

Most teachers also referred to the importance of using mathematical
problems with multiple solution paths and/or multiple entry points
for students at various levels of competence with respect to a particu-
lar problem; i.e. the problem solving aspect of inquiry in the DDMU.
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Teacher 8 described how her practice shifted from pre-teaching
procedures and concepts that could then be applied in problem-
solving situations to using tasks with the potential to develop deep-
er conceptual understanding:

The longer I teach, the more that my practice is rooted in the problem
solving and the conceptual understanding - like the procedural understand-
ings come from the problems instead of teaching procedure and teaching
concepts and then solving problems... We uncover concepts [in class] and
then we discuss the concepts and what they [students] learn from the prob-

lem about that concept instead of, “Well this is how you do it.”

While she did not directly credit the framework for this shift, she
emphasized its importance in providing clear criteria for discussing
strong work in mathematics with her students. Conversely, Teacher
7 described a rich problem in terms of the insight it allowed into
student thinking; i.e. a good problem is one that “gives you a lot to
assess - how they’re thinking, how they’re communicating, and you
can’t just do a worksheet if you're going to compare the two.”

Adapting tasks

Related to the selection of a mathematical task was the adaptation
of mathematical problems based on the DDMU framework. Some
teachers found mathematical problems in books, websites or even
social networks and then adapted them to suit the needs of their
students. Teacher 1 explained that the framework helped him to see
how modifying a problem slightly could broaden the possibilities it
afforded for mathematical inquiry:

So I think a lot of that has to do with [the framework]. How can we engage
them and have them come from a variety of levels, from different math-
ematical understanding? [...] How can we make it [the task] more open

so that everybody can approach it from some level? ... I think it was just
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how even recognizing some of the different concepts that come from a
problem because that problem was basically just about area and perimeter,
but then it worked into things like the conjectures and following step by
step and having to actually physically show what they were doing to things
to scale. It seemed like a fairly simple problem to begin with but then once
you actually gave it to the kids to explain it to other people, it changed into

something different.

The problem Teacher 1 refers to here was initially about calculat-
ing several areas and perimeters using direct information from a
drawing. After exploring this problem more deeply with Galileo’s
mentors, he designed a new version based on the criteria specified
in the framework (Preciado, Metz, & Marcotte, 2013).

Responding to evolving mathematics

Teachers also commented how the DDMU framework helped them
to develop a more responsive pedagogy as they attended to the
emergence of mathematical work that came forth from their stu-
dents, i.e. as they carefully listened and responded to students’ ideas
and approaches. Teacher 10 noted that the framework prompted her
to take the time to enter into rich mathematical discussions with
students, as it was through the discussions that students were able
to demonstrate key characteristics of strong mathematical inquiry:

[T]he discussions that you have with the students definitely accomplishes
a lot of these things such as reasoning, modeling, considering alternative
ideas. ... If anything it [the framework] encourages you to do those things,

which are characteristics of strong mathematics.
Teacher 2 went further in explicitly recognizing a shift in what she

noticed and responded to as she and her partner worked with the
students:
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So now any time that we work through a problem with the class, we see
ALL of these things in what our students are doing. Um.... I think that
what has been really particularly valuable for me [is that I] have opened
my perspective of what I'm looking for in mathematics to all of the things
that are listed here [in the DDMU framework].... Previously it might have
just been procedural competence. And now it’s... um... communication.
And making connections. Um.... The respect for other people and ideas.
The reasoning? Has been a HUGE piece. ... So they don’t come to us now
asking if their procedure’s correct. They come to us and reason that their

procedures ARE correct.

Her comments explicitly indicate attention to emergent mathemat-

ics: “[T]he outcomes have been SO varied and SO diverse and SO

creative. It’s been... enlightening.”

Teacher 6 noted a major shift in his understanding of mathe-

matical inquiry as it unfolds in the classroom as recognizing that

inquiry does not have to involve a time-consuming project:

[I]t can be in even how you address very simple questions like even a, you
know, small question about a single graph, can be an inquiry if it’s left
open enough for the kids to talk about it and to give their opinions for
them to sort of argue their ways to the eventual right answer without you
and without allowing the procedurally strong kids to say, “Well, this is just

the way it is because this is the way we were taught.”

It seems that for him, this shift in what inquiry means opened the

way for inquiry to become a way of being in the moment.

Communicating with students: Explicit reference

to aspects of inquiry

In addition to drawing attention to particular aspects of evolving

mathematics, the framework supported teacher noticing by offer-
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ing shared language to describe significant mathematical activity.
The framework not only helped teachers plan tasks and act in the
moment, but also informed some teachers” discourse in class re-
garding what counts as valuable in mathematical work, including
aspects such as the importance of conjectures and generalizations
in mathematics. In some cases, this was also reflected in ways that
teachers made explicit to students what would be formally assessed.
Teacher 8 described the importance of language that emerged (and
evolved) from the framework:

I started referring to the “Strong Work in Math” [the DDMU framework]
directly when having discussions with students. So I've always used these
words in my classroom, but actually taking this and posting it and having
it as a reference point for students is new. Letting them - I've also added
a couple of things to it - but letting them see what’s expected and talking
about - like we’ve always used the word conjectures - we’ve always talked
about testing plenty of examples trying to disprove things - those kinds
of things? But having it there right in front of them to see and referencing
it whenever we’re doing problem solving - just having it posted makes it

a lot easier.

Her partner (Teacher 7) went on to describe how he had increased
use of “conjecture as a way of teaching”; he noted that while he
had not realized that the framework had come from Galileo, it had
been an important influence via his partner teacher as they worked
together to develop better ways of teaching math.

Teachers 2 and 3 also discussed the significance of language that
allowed more explicit recognition of and discussion of the char-
acteristics of strong mathematical inquiry as they conversed with
their students, as shown in the following excerpt from the inter-

view:

Teacher 3: So I guess we talked about having students develop conjec-

tures. That was one thing.
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Teacher 2: Language that came up for that.

Teacher 3: Language.

Teacher 2: And that we introduced with the students frequently.

Interviewer: What do you mean by language?

Teacher 2: Conjectures. Like that term - conjecture.

Teacher 3: Yeah.

Teacher 2: And what does it mean in mathematics.

Teacher 3: And the other thing was talking about the competencies that we
want students to develop through mathematical inquiries and
exploration. So reasoning...um....

Teacher 2: Problem-solving. Modeling.

Teacher 3: This was extremely valuable like looking at the “Strong Work in
Mathematics....” [i.e. the DDMU]

In each of these cases, the DDMU framework became an impor-
tant lens for assessment as students, too, had opportunities to
become aware of the competencies described in the framework.
Such awareness is an important example of assessment-for-learn-
ing. This shared teacher-student awareness also provided oppor-
tunities for summative assessment of student work, particularly
as the categories were aligned with those of the school’s reporting
system.

Supporting mathematical communication
and community

We found that teachers’ comments regarding the importance of
communication and community could be loosely categorized as
belonging to one of two levels: One relates to showing work and
sharing ideas, and the other goes further to recognize the collective
amplification of evolving mathematical ideas and concepts.
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Showing work and sharing ideas

Teacher 6’s response clearly shows attention to the importance of
explaining and justifying as significant to learning and building
mathematical concepts. She described a good problem as one that

involves:

...having to explain how you got there rather than just doing the formulas
[...] So being able to actually explain why you're using the numbers that
you're using in the way that youre using them, so that it’s not just, because
when I divide a fraction, I invert and multiply. But here’s why that actually

works and then actually showing it.

Both she and her partner also went beyond this to emphasize the
deep engagement of their students as they debated mathematical
ideas.

Teacher 1 seemed to dwell between the notions of communica-
tion as sharing and communication as a means of collaboratively
deepening understanding. Here, his comments refer merely to ex-
plaining and sharing:

[Teacher 12] and I, we talked a lot about communication and community
this year in our math groups - so how do you clearly communicate what
you're trying to say or your solution instead of just putting in an answer.
How can you explain it to somebody else? And that kind of goes with the
community as well that, working all together and making sure everybody

in the group kind of understands what you’re doing?

However, this teacher’s awareness of the significance of mathemat-
ical community seemed to be gradually emerging and becoming
more explicit: “So, I definitely managed to see how the mathemati-
cal community can actually contribute to kids’ understanding
and learning, because I didn’t really ever put an emphasis on that
before.”
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Amplifying ideas

While many teachers mentioned that the collective helped students
learn from each other, communication within the classroom be-
came, for some teachers, an important process in the evolution of
mathematical concepts in class. Teacher 7 referred to a lesson in
which students shared their approaches to solve a mathematical
problem:

And they went through it, you know in another way and explained their
way and then the question then becomes, “Well, okay, you represented it
talking about this, and you represented it talking about this, can you see
how your two approaches are similar? And then sometimes at that point, it
becomes.... It evolves or devolves into an algebraic representation, right?
And then they can simplify it down and see that their two algebraic for-

mulas can simplify down to the same form.

Here, students not only learned other ways to solve the same prob-
lem, but the class analyzed similarities and differences between dif-
ferent solutions. Appreciation of this connectedness added another
dimension to their understanding; in this particular case, simpli-
fying two solutions served to identify equivalent algebraic expres-
sions.

While Teachers 7 and 8 did not explicitly recognize the power
of conversation to amplify ideas, they did refer to “mathemati-
cal debate” as an indicator that students were deeply engaged in
a particular mathematical task, and they contrasted this with the
disengagement evident when students are “confused—when they
start in groups seeking clarification from me” (Teacher 7). Teacher
5 further emphasized the significance of debate as an indicator of
engagement rooted in deepening understanding:

[1]f they’re all like this leaning forward, and they’re grabbing for the mark-

ers—for the felt pens to put their information down—they’re debating with
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each other, they’re discussing with each other, they’re going, “Oh! No, no,

no, this way, this way,” or “How did you do that? Show me.”

Teachers 1 and 4 made similar comments regarding the deep en-
gagement evident as students discussed and debated emerging un-
derstandings. In each of these examples, engagement was described
as rooted in deepening understanding rather than in more super-
ficial aspects of the task, and the power of collaboration was de-
scribed as central to the manner in which understanding emerged
and evolved.

CONCLUSIONS

The DDMU framework presented in this chapter is a living docu-
ment originally developed to support a three-year professional de-
velopment program offered to the mathematics teachers in a middle
school. Informed by the literature in mathematics education, aca-
demics from the Werklund School of Education of the University
of Calgary, the school’s interest in inquiry, and the on-going work
with teachers, the DDMU framework is also an outcome that can
be used as a guide for teachers to deepen their ways of knowing
mathematics for teaching. The interview excerpts presented here
provide preliminary evidence regarding the framework’s potential
usefulness in selecting and adapting rich mathematical tasks as well
as for prompting in-the-moment awareness of students’ ideas, con-
jectures, and arguments. It appears that for the teachers who took
part in this study, this helped them to respond differently to emerg-
ing understandings of mathematics. In other words, the framework
provided language that helped teachers to become more aware of
the emergence of mathematics in the classroom (Mason & Davis,
2013).

Reflecting on teachers’ responses regarding showing work and
sharing ideas as part of the mathematical community, we note a
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significant gap between what teachers perceived and what we
hoped they would include in their teaching practice. The DDMU
framework provides suggested prompts for students not only to
share their thinking and thus benefit from a greater diversity of
ideas, but also to explicitly connect their ideas with those of others,
thereby encouraging the emergence of new mathematical ideas and
concepts through class collaboration. A more deliberate focus on
this part of the DDMU might be required to shift attention to the
emergence of mathematics through collaboration.

In contrast to other descriptions of what teachers should know
or how they should know it, the DDMU framework is a practi-
cal learning instrument for teachers: It provides both assessment
guidelines and direct suggestions for planning and orchestrating
authentic mathematical activity and discussion in the classroom.

A question that requires further investigation is how much we
should actively teach students (or teachers) to behave mathemati-
cally in the manner described in the framework and how much we
merely set the stage by offering rich tasks on which they can work
and reflect. In either case, the preliminary results of this study show
that making these mathematical ways of knowing explicit helps
teachers recognize and draw attention to them as they emerge in
the daily context of their work with students.
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CAPITULO Ill / CHAPTER Il

ADAPTACIONES DE RECURSOS DIDACTICOS

DE MATEMATICAS EN LAS PRACTICAS DE ENSENANZA
DE TELESECUNDARIA. UN ESTUDIO DE CASOS

Armando Solares Rojas

RESUMEN

En este capitulo se estudian las diversas adaptaciones que los pro-
fesores de Telesecundaria realizan a las actividades propuestas en
los materiales disenados para la ensefianza de las matematicas (SEP,
2006), y los significados de los objetos matemdticos ensenados y
potencialmente aprendidos en el sal6n de clases. El disefio meto-
dolégico y el andlisis de los resultados se estudian a partir de la
perspectiva Teoria Antropolégica de lo Didactico (Chevallard,
1999) y de la “doble aproximacién” para el estudio de las pricticas
de ensefianza (Robert, 2007). Se presentan adaptaciones del conte-
nido matemdtico de una tarea de naturaleza algebraica que, si bien
permiten dar explicaciones claras sobre su contenido y la manera
de solucionarla, reducen su solucién a una aproximacién primor-

dialmente numérica.
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ABSTRACT

Studied here are teachers’ adaptations of the activities proposed in
the curricular materials for teaching in Telesecundaria (SEP, 2006),
and the meaning of the mathematical objects that are actually
taught and potentially learned in the classroom. The methodologi-
cal design and the theoretical analysis are being developed in terms
of the Antropological Theory of Didactics (Chevallard, 1999), and
the “double approach” for studying the teaching practices (Robert,
2007). In this chapter we present adaptations of the mathematical
content of an algebraic task that, despite the usefulness in clarifying
explanations of content and methods to solve the task, reduce its
solution to a mainly numerical approach.

ANTECEDENTES

Estudiar las maneras en que los profesores adaptan los recursos
didacticos de que disponen (programas de estudio, libros de tex-
to, herramientas tecnoldgicas) es un tema de gran importancia en
la investigaciéon en Educaciéon Matematica. Es tarea fundamental
abordar los problemas relacionados con el desarrollo de recursos y
actividades que exploten de forma adecuada los potenciales didac-
ticos de las tecnologias de la informacién y la comunicacién (TIC)
en los salones de clases, asi como estudiar los procesos de incorpo-
racion de recursos tecnoldgicos en los sistemas educativos.

Durante los tltimos afios, la investigacion respecto a la incorpo-
racion de los recursos didécticos en las practicas de ensefianza se ha
centrado en analizar el quehacer diario de los profesores en el salén
de clases: las adaptaciones a los recursos impresos (libros de texto,
planes y programas de estudio) y las condiciones de incorporacién
de las TIC a las actividades de ensenanza y aprendizaje en las clases de
matemadticas.
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Entre los estudios mds recientes sobre los factores que determi-
nan las précticas docentes se encuentran los que abordan la pro-
blemadtica general, sin hacer énfasis en la incorporacién de recursos
tecnologicos. Por ejemplo, Robert y Rogalski (2005) sostienen que
entre los factores determinantes de las practicas docentes estan
la historia personal, la experiencia y la historia profesional de los
profesores en actividades especificas, sus conocimientos y creen-
cias sobre las matemdticas y la ensefianza. Por su parte, Sensevy y
colaboradores (2005) reconocen que las técnicas didécticas que se
observan en la ensefianza de los profesores se producen con base
en las creencias que dan lugar a la préctica de cada profesor. Scho-
enfeld (1998) desarrollé un modelo tedrico sobre las decisiones y
acciones de los profesores en una clase de matemadticas determina-
da a partir de sus objetivos, creencias y conocimientos diddcticos y
matematicos especificos de la clase. De acuerdo con estos hallazgos,
Gavildn et al. (2007, 2012) abordan el estudio de las oportunidades
de aprendizaje para los estudiantes generadas por el profesor, me-
diante la nocién de “modelacién de un mecanismo de construccion
de conocimiento”. Esta nocién les permite explicar la practica de los
profesores a partir de sus cogniciones y concepciones.

Respecto a la integracién de recursos tecnolégicos computacio-
nales, Trouche et al. (2013) explican que su integracién en las au-
las de matemdticas requiere la construcciéon de una cultura digital
con nuevos paradigmas, que difiera por completo de las formas de
cultura precedentes. Estos cambios impactaran las condiciones en
que se llevan a cabo el aprendizaje y la ensenanza de las matemd-
ticas y las practicas de los profesores. Sobre las investigaciones que
abordan el estudio de las practicas de ensefianza de las matematicas
basadas en el uso de herramientas tecnoldgicas, Lagrange y Mo-
naghan (2009) sostienen que las perspectivas de investigacién que
intentan modelar las rutinas estables y consistentes de los profeso-
res (como la perspectiva de Robert y Rogalski, 2005) no dan cuenta
de las acciones de los maestros durante las lecciones. A partir de la
perspectiva de los objetivos emergentes (Saxe, 1991), Lagrange y
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Monaghan senalan que las practicas de los profesores en un salén
de clases cuya actividad se basa en el uso de la tecnologia, estin muy
lejos de ser estables. Sin embargo, Drijvers y colaboradores (2010)
matizan estos resultados. Combinando las perspectivas de los ob-
jetivos emergentes y la orquestacion instrumental (Trouche, 2004),
sugieren que estas, en apariencia, inestables practicas de los pro-
fesores pueden estar ancladas en un sistema estable de creencias y
conocimientos. En concordancia con esta dltima posicion, Kieran,
Tangay y Solares (2012) afirman que los procesos de adaptacién de
los profesores a las secuencias didacticas basadas en el uso de he-
rramientas tecnoldgicas dependen en gran parte de las creencias y
de los conocimientos diddcticos y matematicos de éstos respecto a
temas especificos. Con un acercamiento que recupera los elementos
tedricos propuestos por Schoenfeld para modelar la actividad del
maestro (Schoenfeld, 1998) e integra las herramientas tedricas de la
Teoria Antropolégica de lo Didéctico (Chevallard, 1999), Kieran y
colaboradores analizan las adaptaciones que los profesores de ma-
tematicas hacen a las secuencias de actividades disenadas para la
investigacion.

Si bien en los tltimos afios se ha desarrollado gran cantidad de
investigacién sobre la integracién de recursos tecnoldgicos com-
putacionales a las préicticas de ensefianza, ain se tiene poca in-
formacién respecto a la integracioén y articulacién del conjunto
de materiales curriculares a las pricticas de los profesores, como
son libros impresos, programas de estudios y recursos tecnold-
gicos (Remillard, 2005). De acuerdo con Remillard, es necesario
que la investigacién en educacién matemdtica desarrolle estudios
detallados sobre los factores que determinan las distintas formas de
uso de los materiales curriculares a disposicion de los profesores

de matematicas.
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LA TELESECUNDARIA Y LOS RECURSOS PARA LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Desde su creacién en 1968, y hasta la actualidad, la Telesecunda-
ria en México ha sido un modelo de educacién secundaria publica,
gratuita y escolarizada para brindar, a través de transmisiones tele-
visivas, servicios a personas que, dadas las caracteristicas del lugar
donde habitan, no pueden acceder a otras modalidades de escuela.
Segun las estadisticas del Instituto Nacional para la Evaluacion de
la Educacion (INEE, 2010), del total de escuelas secundarias en el
pais, la mitad son telesecundarias, las cuales atienden a una quinta
parte del total de la matricula de este nivel. Segtn cifras de la Se-
cretaria de Educacién Publica (SEP, 2011), en México se encuen-
tran funcionando 17,475 telesecundarias, que atienden a 1°255,524
estudiantes.

Desde su origen, y durante varias décadas, la ensenanza en las
telesecundarias se basé tinicamente en clases televisadas. En sus ini-
cios, un asesor o “telemaestro” fungia como administrador de los
tiempos de uso de la televisién y también como evaluador de todas
las asignaturas (SEP, 2011). En 2006, este modelo se reforma y cam-
bia su funcionamiento, dando un papel mucho mds activo tanto
al profesor como a los alumnos, pero conserva la figura de un solo
maestro, quien sigue impartiendo todas las asignaturas de cada
grado. Ademas, se desarrollaron materiales impresos (libros del
alumno y del maestro), asi como recursos y actividades con tecno-
logia: audiovisuales e interactivos computacionales (SEP, Mediateca
de Telesecundaria Primero, Segundo y Tercer grados, 2006, 2007,
2008). Los recursos tecnolégicos disefiados consisten en materia-
les audiovisuales, actividades para trabajar geometria dindmica y
hoja de célculo en el Aula de medios, e interactivos. Todos ellos
se sugieren en momentos especificos de las secuencias didacticas
correspondientes a un tema particular y se articulan a través de
los materiales impresos. En el libro del maestro se ofrecen suge-
rencias y recomendaciones de uso para cada uno de estos recursos.
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No obstante, los grandes cambios al enfoque pedagdgico de Te-
lesecundaria, los procesos de apropiacion de la propuesta didéctica
y de los nuevos materiales no han sido suficientemente analizados
por la investigacion de Educacién Matematica, pues han sido pocos
los estudios sobre la incorporacién de dichos recursos (Fuentes y
Quiroz, 2006).

En la presente investigacion consideramos que los maestros no
planean sus clases ni actian basados en los materiales curriculares
y en el programa de estudios, sino que toman en cuenta las necesi-
dades especificas de sus estudiantes, sus concepciones sobre cémo
se ensefia, como se aprende y sus conocimientos matematicos del
tema (Block et al., 2007). La historia personal de los profesores, las
condiciones especificas de su escuela y de sus alumnos, asi como
sus conocimientos y recursos culturales tienen un papel central
en sus practicas de ensefianza. Sin embargo, como un primer acer-
camiento al estudio de las practicas de ensefianza en Telesecunda-
ria, nos centramos en el estudio de los procesos de adaptacion y
transformacion que efecttian los profesores al usar los materiales
curriculares disenados para esta modalidad (SEP, 2007). Nos inte-
resa conocer las adaptaciones que realizan los profesores en torno a
tres aspectos: el contenido matemdtico, el papel que los profesores
otorgan a los estudiantes en la actividad y la funcién que asignan
a los recursos y materiales.

MARCO TEORICO

Para realizar este estudio nos ubicamos en la perspectiva tedrica de
la Teoria Antropolégica de lo Diddctico (TAD), de Yves Chevallard
(1999). Desde esta perspectiva, las actividades humanas se analizan
mediante cuatro componentes, que de acuerdo con Artigue (2002)
son las siguientes:
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Las précticas, o “praxeologias”, como son llamadas en la aproximacién de
Chevallard, son descritas mediante cuatro componentes: un tipo de tareas
en el cual el objeto [matematico] estd inmerso; las técnicas usadas para re-
solver este tipo de tareas; la “tecnologia”, es decir, el discurso que es usado
tanto para explicar como para justificar las técnicas; y la “teoria” la cual
provee una base estructural para el discurso tecnolégico mismo y puede

ser vista como la tecnologia de la tecnologia (Artigue, 2002, p. 248).

Empleamos las herramientas tedricas de la TAD para analizar las
tareas matemdticas propuestas y desarrolladas en Telesecundaria.
Interesa en especial destacar la categoria de Chevallard sobre el sa-
ber-hacer: las tareas y las técnicas, para caracterizar las adaptaciones
que los profesores hacen de las actividades propuestas en los mate-
riales curriculares.

Respecto a las tareas, Chevallard (1999) sefiala:

En la mayor parte de los casos, una tarea (y el tipo de tareas correspon-
dientes) se expresan mediante un verbo: barrer la habitacion, desarrollar
la expresidn literal dada, dividir un entero por otro, saludar a un vecino,
leer un manual, subir una escalera, integrar la funciéon x — xlnx entre

x=1yx=2,etc. (Chevallard, 1999, p. 224).

De acuerdo con lo anterior, la tarea es la accién a ejecutar, mas no
el como se ejecuta la tarea; es decir, la tarea explicita el “saber” de
lo que se va a hacer. Ahora bien, para diferenciar entre tareas es-
pecificas, tipos de tareas y géneros de tareas, Chevallard hace las

siguientes aclaraciones:

Para comenzar, la nocién de tarea empleada aqui es evidentemente mds
amplia que la del francés comun: rascarse la mejilla, ir de un sofd hasta la
vitrina, incluso sonreirle a alguien, son por tanto tareas. [...] Entonces, la
nocién de tarea, o mas bien de tipo de tareas, supone un objetivo relativa-
mente preciso. Subir una escalera es un tipo de tareas, pero subir, a secas,

no lo es. Asimismo, calcular el valor de una funcién en un punto es un tipo
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de tareas; pero calcular, a secas, es lo que se llamard un género de tareas,

alude a un determinativo (Chevallard, 1999, p. 224).

El‘género de tareas’ es la acciéon que se lleva a cabo en un momento
determinado, la cual especifica pero no condiciona la accién. Por
otro lado, el tipo de tareas si especifica y condiciona la accién a
ejecutar.

En cuanto a la nocién de técnica se retoma lo sefialado por Che-
vallard:

Sea entonces T un tipo de tarea dado. Una praxeologia relativa a T precisa
(en principio) una manera de completar, de realizar tareas t € T: a tal ma-
nera de hacer, T, se le da aqui el nombre de técnica (del griego tekhné, sa-
ber-hacer). Una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene entonces,
en principio, una técnica T relativa a T. Contiene, por tanto, un “bloque”
denotado [T/t], que se llama bloque practico-técnico, y que se identificard
genéricamente con lo que comtinmente se llama un saber-hacer: un cierto
tipo de tareas T, y una cierta manera, T, de realizar las tareas de este tipo.
[...] (Chevallard, 1999, p. 225).

La técnica (t) es una manera relativa de como se van a ejecutar las
“tareas especificas” (t) pertenecientes al tipo de tareas (T), denota-
da a su vez por una accion. De acuerdo con esta nocién de técni-
ca, al caracterizar los conocimientos matemadticos se reconocen las
tareas especificas, los tipos de tareas a los que pertenecen éstas y la
manera en que los estudiantes ponen en actividad sus conocimien-
tos matematicos.

Sin embargo, las técnicas no son “absolutas”, es decir, en general
no hay técnicas que permitan resolver todas las tareas de cierto tipo.
Como senala Chevallard:

Para comenzar, una técnica T —una “manera de hacer”— no tiene éxito mds

que sobre una parte P(t) de las tareas del tipo T al cual corresponde, parte

que se llama portadora de la técnica: ella [la técnica] tiende a fallar sobre
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T\ P(t), de manera que se puede decir que “no se sabe, en general, realizar
las tareas del tipo T [...] Desde este punto de vista, una técnica puede ser
superior a otra, si no sobre todo T, al menos sobre una cierta parte de T
(Chevallard, 1999, p. 225).

En este sentido, las técnicas tienden a resolver el mayor nimero de
tareas especificas. Sin embargo, la técnica no es absoluta porque
ésta se adecua a las tareas especificas propias de un tipo de tareas.

Para elaborar el andlisis de las précticas de ensefianza en clases
especificas, recurrimos a la perspectiva de la doble aproximacion
(double approche), propuesta por Robert (2001, 2007). En ésta se
consideran dos aspectos de las practicas que se entrelazan: por una
parte, los efectos potenciales de las pricticas sobre los aprendiza-
jes de los alumnos, tomados en cuenta a partir de las actividades
que éstos realizan en clase y que son consecuencia de la ensefianza;
por otra parte, el oficio del profesor, considerando los factores ex-
teriores, institucionales, sociales y personales que determinan su
trabajo real.

Robert realiza el andlisis de actividades de los estudiantes que
el maestro produce en clase en tres tiempos: analisis a priori de las
tareas propuestas, el andlisis a posteriori del desarrollo de la sesion y
reconstitucién de las posibles actividades de los estudiantes.

Ademas, Robert considera como variables en los aprendizajes
los diversos aspectos de las actividades que el profesor produce en
clase. Una de estas variables corresponde a la dindmica global entre
la exposicién de conocimientos del curso, en relacién con la solu-
cién de ejercicios y problemas. Esta dindmica permite entender la
ensenanza de las matemadticas, con base en la forma en la que los es-
tudiantes construyen ciertos conocimientos; por ejemplo, cuando
la dindmica consiste en que la formalizacién del conocimiento se
apovya en las primeras resoluciones, dadas a problemas propuestos
antes de la exposicién de este conocimiento.

Otra de las variables corresponde a la variedad (cantidad, or-
den, naturaleza) de las tareas propuestas a los estudiantes en los
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enunciados de los ejercicios y de los problemas. En particular, dicha
variable ha sido tratada, en esta investigacion, mediante el andlisis
a priori de todas las tareas de proporcionalidad que se incluyen en
el libro de texto de primer grado de Telesecundaria.

Finalmente, otra de las variables consideradas por Robert co-
rresponde a lo que hardn o pueden hacer los estudiantes en cla-
se en relaciéon con el uso de sus conocimientos matematicos,
promovido por la actividad del profesor en clase. Se toman en
cuenta los intercambios, los conflictos, las verbalizaciones de-
mandadas a los alumnos, la naturaleza de validaciones dadas a su
trabajo, todas las explicaciones a los alumnos las formalizaciones.
De acuerdo con Robert, todo lo anterior permite saber cudl es la
autonomia que se deja a los alumnos y sus posibles iniciativas,
incluyendo aquellas que el maestro no ha previsto. Interesa iden-
tificar las ayudas y las recapitulaciones que hacen los profesores
para volver accesibles algunas tareas o para contribuir a su inte-
riorizacién al elegir el momento adecuado para hacer una gene-
ralizacién, una descontextualizacidn, etcétera. En particular, se
identifican dos tipos de ayuda (Robert, 2007). Por un lado, las
ayudas del tipo 1 juegan sobre las tareas prescritas, modificando
estrictamente las actividades previstas a partir de lo enunciado en
clase. Corresponden a las indicaciones dadas por el maestro, antes
y durante el trabajo de los estudiantes, quienes dividen la tarea,
introduciendo subtareas e indicando un método. Por otro lado, las
ayudas de tipo 2 anaden “algo” entre la actividad estricta del estu-
diante y su construccién y adquisicion del conocimiento, que podria
resultar de la solucién de un problema. Esto que se agrega puede ser
dado porlaactividad del profesor mediante una simple recuperacion
de lo que se ha hecho, tanto en una aplicacién inmediata o por los
recordatorios, o por medio de recapitulaciones e intervenciones
que llevan a los estudiantes a tomar una pequefia distancia de lo que
acaban de hacer (Robert, 2007, pp. 277-278).

En este capitulo nos centramos en el primer aspecto considera-
do por la doble aproximacion: los efectos potenciales de las prac-
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ticas del profesor sobre los aprendizajes de los alumnos, tomados
en cuenta a partir de las actividades que realizan en clase y que son
provocadas por la ensenanza.

METODOLOGIA

Trabajamos con profesores y alumnos de una escuela telesecunda-
ria del Estado de México. La escuela cuenta, desde hace varios afios,
con aula de medios, proyector, television con reproductor de DVD
y antena satelital de television. Se eligi6 a tres profesores de primer
grado que tenian experiencia de al menos cinco anos con los nue-
vos materiales de Telesecundaria.

Con estos profesores y alumnos se realizaron entre tres y cua-
tro videograbaciones de las clases regulares de cada uno (Robert,
2007), dependiendo del tiempo que les tomé cubrir las lecciones
de los temas elegidos. Al finalizar las clases, se llev6 a cabo una en-
trevista con cada uno de los profesores para discutir el desarrollo
de las sesiones, las dificultades y situaciones inesperadas, asi como
los criterios de eleccién de los materiales empleados para la clase
(impresos, informdticos y audiovisuales).

Para la observacidn, se eligieron los temas de proporcionalidad
y la variacién lineal, pues son ejes articuladores de gran cantidad de
contenidos estudiados en secundaria. En estos temas es importante
la intervencion del profesor para la articulacién de los conocimien-
tos provenientes de la aritmética (relaciones de proporcionalidad)
y los del tratamiento algebraico (funciones lineales).

En este reporte presentamos extractos de la clase de una de las
maestras del estudio, quien manifesté afinidad por la propuesta di-
déctica de los libros de texto y mostré manejar bien el contenido
matemdtico que en ellos se presenta.
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PRIMEROS RESULTADOS

Para realizar el andlisis de las actividades propuestas a los alumnos,
efectuamos un andlisis a priori de las tareas propuestas y un andlisis
a posteriori del desarrollo de la clase. El primer analisis se efectué en
términos de los elementos tedricos de tareas y técnicas proveniente
de la Teoria Antropoldgica de lo Didéactico (Chevallard, 1999). El
segundo analisis fue sobre el desarrollo de la clase (Robert, 2007)
en términos de los diversos aspectos de las actividades que el pro-
fesor produce en clase: la dindmica global entre la exposicién de
conocimientos del curso y la solucién de ejercicios y problemas; la
variedad de las tareas propuestas a los estudiantes; y, finalmente,
los intercambios, las verbalizaciones demandadas a los alumnos, la
naturaleza de las validaciones dadas al trabajo de los estudiantes, las
explicaciones emitidas, las formalizaciones y las ayudas.

Determinamos centrarnos en los temas de la ensenanza de la
proporcionalidad y la variacién lineal de primer grado de secun-
daria. El estudio de estos temas permite establecer puentes y re-
laciones entre dos grandes dreas del conocimiento matematico: la
aritmética y el dlgebra. Es importante sefialar que en México el paso
de la educacién primaria a la secundaria se caracteriza, entre otras
cosas, por la introduccién formal del estudio del dlgebra. Sin em-
bargo, las caracteristicas y exigencias diddcticas y matemadticas de
esta transicion por lo general quedan implicitas tanto en los pro-
gramas de estudio, como en los libros de texto y demds materiales
didécticos.

Los materiales de Telesecundaria abordan estos temas durante
los tres anos del nivel de secundaria. Para ello se cuenta con un gran
numero de videos, interactivos y actividades para el aula de medios.
Uno de los problemas tipicos de proporcionalidad estudiados en
primer grado de secundaria, es el siguiente:

Se trata de cambiar fichas por estampas. En el trato A por cada seis fichas

te dan 12 estampas. En el trato B por cada ficha te dan tres estampas. Hay
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que decidir cudl trato conviene mads.

Se trata de un problema de comparacién de razones.

Una de las técnicas para resolver este problema consiste en compa-

rar los resultados obtenidos al cambiar estampas en cada uno de los
tratos, como se indica en la figura 1. Esta es una técnica tipicamente

aritmética, que se llama en espanol conservacién de razones inter-

nas, y en inglés building-up procedure.

Numero de fichas Trato A
Por cada 6 fichas,
12 estampas
12 24
24 48
30 60
36 72

Numero de fichas Trato B
Por cada ficha,
3 estampas
12 36
24 72
30 90
36 108

Figura |. Solucién de un problema de comparaciéon de razones mediante la técnica de

building-up.

En cambio, en dlgebra, las técnicas que tipicamente se aplican consis-

ten en encontrar las expresiones algebraicas (y = 2x, y = 3x) o las grd-
ficas correspondientes, y compararlas. La figura 2 muestra las gréficas

que resultan de este problema.
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ESTAMPAS
I~

20 40 60
FICHAS

Figura 2. Solucién de un problema de comparacion de razones mediante la técnica de
comparacion de las grdficas.

En este transito del estudio de la proporcionalidad al de las funcio-
nes lineales, los aspectos esenciales de la proporcionalidad se trans-
forman y reformulan. En ambas, proporcionalidad y funciones,
aparecen ndmeros y variables pero sus referentes, sus significados
y las formas de operarlos son distintos. En aritmética, los nimeros
provienen de medidas de magnitudes, que muchas veces incluyen
a sus unidades. En dlgebra, los nimeros se estudian, ademds, como
elementos de un conjunto abstracto, con estructura. En la aritméti-
ca, la variacion viene dada por el contexto, al aumentar la cantidad
de fichas, aumenta el nimero de estampas. En dlgebra, las variables
son objetos matemadticos representados mediante letras y se operan
con una sintaxis propia, la algebraica.

Por lo general, esta transicion entre niveles de estudio (de la es-
cuela primaria a la secundaria) y entre dreas diferentes de las ma-
tematicas (la aritmética y el dlgebra) es ignorada con frecuencia y
poco explicitada para los profesores, generando grandes dificulta-
des para su gestion en los salones de clases.
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A continuacién presentamos una de las adaptaciones de las ac-
tividades propuestas en el libro de texto identificadas en esta in-
vestigacion. Siguiendo la perspectiva de la “doble aproximacién”,
realizamos un analisis a priori de las tareas propuestas en el libro y
un andlisis a posteriori del desarrollo de la tarea en la clase.

Se trata de resolver un problema de proporcionalidad, de valor
faltante, en un contexto de cambio de monedas: Se sabe que por 150

quetzales guatemaltecos te dan 210 pesos mexicanos. s Cudntos pesos te
dan por 8 quetzales? (Araujo et al., 2006, pp. 164-171). Ver figura 3.

»>> Consideremos lo siguiente

La tabla 1 muestra algunas conversiones que se hicieron en una casa de
cambio con monedas de distintos paises respectc del peso mexicano.

pals dela 3 Cantidad en Ia_rnoneda Cantidad rec_lhida en
corresp pesos mexicanos
EstadAu:‘lé;\[os de Délar estadcunidense 10 117
Espaia Peseta espaiiola 100 7.48
Inglaterra Libra esterlina 200 3666
Japén Yen japonés 200 17.8
Guatemala Quetzal guatemalteco 150 210
Tabla 1

Vicente fue de viaje a los Estados Unidos de América y a Guatemala. A su
regreso, cambid las monedas que le sobraron: 13 ddlares estadounidenses y 8

quetzales guatemalteces.
Contesten las siguientes preguntas:
a) ¢Qué cantidad en pescs recibid Vicente por los 8 quetzales guatemaltecos?

Figura 3. Problema de cambio de monedas (Araujo et al., 2006, p. | 64).

Este es el primer problema de proporcionalidad del libro de texto
para el cual se va a plantear la tarea de encontrar la expresién al-
gebraica correspondiente. El analisis a priori de las caracteristicas
de esta tarea indica que se promueve el uso de dos técnicas tipicas de
la proporcionalidad: el valor unitario y la constante de proporcio-
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nalidad (Block ef al., 2010). Sin embargo, en el libro de texto se in-
siste sistemdticamente en contrastar la efectividad de otras técnicas,
como las razones internasy el building-up (Block et al.,2010), y en el
caracter “general” de la constante de proporcionalidad, en términos
de que la misma constante funciona para cualquier par de valores de
pesos y quetzales de la relacién de proporcionalidad.

El andlisis a posteriori del desarrollo de la clase en que se resolvié
esta tarea nos ha permitido identificar algunas de las adaptaciones
dadas para su solucién, como la introduccién de “ayudas” (Robert,
2007), que cambian el contenido matemadtico originalmente pro-
puesto en los materiales curriculares. El siguiente extracto da cuen-
ta de la ayuda que proporcioné la maestra.

Maestra: Ya hemos hecho ese tipo de ejercicios. ;Qué podemos hacer para
saber cudntos quetzales vamos a recibir?

Diego: Dividiendo

Maestra: ;Qué voy a dividir?

Diego: Esteee... el nimero de pesos por el nimero de, de...

Maestra: ;Por o entre?

Diego: ... entre el numero de quetzales.

Maestra: Entonces, fijense muchachos, estin descubriendo asi, simple y
sencillamente, la constante de proporcionalidad, o sea 1.4 nos va a permi-

tir saber, si tenemos los quetzales, cudnto vamos a recibir en pesos.

En este episodio, la ayuda de la maestra reduce la complejidad de
la tarea. La ayuda privilegia dos aspectos del uso de la constante de
proporcionalidad. Por una parte, se da por hecho que siempre hay
que encontrar la constante, y se centra la atencién en como hacerlo.
Con lo anterior, se cancela el espacio para que se usen otras técni-
cas. Ademds, la manera de encontrar el valor de la constante es de
naturaleza procedimental: “ [siempre] se divide”. Por otra parte, a
lo largo del desarrollo de la clase, se pierde el énfasis del caracter
general del uso de la constante, reduciendo su uso al calculo de va-

lores numéricos particulares.
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Mis adelante, después de escribir la expresion algebraica corres-
pondiente: y = 1.4x (y = cantidad de pesos, x = cantidad de quetza-
les), la maestra introdujo una tarea que no estaba contemplada en
el libro de texto. Pidié que se buscara la expresion algebraica de la
relacion inversa de la relacién de proporcionalidad.

Maestra: ;Y si fuera al revés? Busquen ustedes una expresion, o sea, ahora
resulta que yo tengo los pesos y quiero saber cudntos quetzales me van a

dar por esos pesos, scémo le harian ustedes?

La tabla 1 muestra los distintos tipos de respuestas dadas por los
estudiantes a esta nueva tarea.

Tipo de respuesta Ejemplos de respuestas
Uso de numeros particulares: corresponden a téc- y =150
nicas que operan con la informacién inicial dada
(por 150 quetzales guatemaltecos te dan 210 y=210+14

pesos mexicanos), y dan una respuesta numérica
particular a la tarea (general) planteada.

Operaciones que hay que efectuar: se centran en la “Division”
operacion que hay que efectuar sobre la primera

constante de proporcionalidad encontrada para

obtener la cantidad pedida.

Expresion algebraica: dos cantidades relacionadas a “y es igual a x entre 1.4”
través de una operacion sobre la primera cons-
tante de porporcionalidad encontrada.

Tabla |. Respuestas para la expresion algebraica de la inversa a una relacion de proporcio-
nalidad dada.

La adaptacion de estas tareas muestra una forma de tratamiento
de la constante de proporcionalidad que modifica el contenido
matemdtico propuesto originalmente. Las intervenciones de la
maestra y las producciones de los estudiantes dan un tratamien-
to numérico, para valores particulares, a las tareas de encontrar
expresiones algebraicas generales. Si bien, por una parte, estas
ayudas permiten a la maestra explicar de manera rdapida y sencilla
como obtener la constante, por otra, causan conflictos no espera-
dos en el tratamiento algebraico de la constante. S6lo una de los 35
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estudiantes de la clase plante6 una expresion algebraica de cardcter
general.

REFLEXIONES FINALES

Los primeros resultados muestran algunas de las maneras en que
los profesores adaptan las tareas y las funciones del alumno, el li-
bro y los recursos tecnoldgicos propuestos en las actividades de los
materiales curriculares de Telesecundaria. En el presente momento
del anadlisis buscamos entender los criterios, consideraciones, co-
nocimientos didacticos y matemadticos que los profesores ponen
en juego para realizar dichas adaptaciones, y las consecuencias que
representan en la clase la construcciéon de los conocimientos mate-
maticos.

Consideramos importante identificar estos conocimientos que
aplican los profesores en su practica docente, para solucionar los
problemas de ensenanza que enfrentan. Si bien estos conocimientos,
provenientes de la practica, toman significados y sentido a partir de
las condiciones y situaciones especificas en las cuales se movilizan,
su identificacién puede ser relevante para el disefio de programas
de formacion docente y continuay de politicas de implementacion de
innovaciones curriculares, por ejemplo.
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CAPITULO IV / CHAPTER IV

LA NECESIDAD DE CAMBIO EN LAS PRACTICAS

DE ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN PRIMARIA
A TRAVES DEL TRABAJO COLABORATIVO ENTRE
INVESTIGADORES Y MAESTROS

Ivonne Twiggy Sandoval Cdceres,
Maria Dolores Lozano Sudrez

RESUMEN

Observaciones que hemos realizado en México muestran que, a pe-
sar de transitar por diferentes reformas educativas y contar con dis-
tintos recursos, en general, los maestros han modificado poco sus
précticas. Desde una perspectiva enactivista (Maturana y Varela,
1992), consideramos que mientras los maestros actian de manera
que les permite seguir existiendo en su contexto, no ven la necesi-
dad de cambiar sus acciones de manera significativa. El cambio, por
tanto, proviene de identificar ciertas acciones como no adecuadas.
En este capitulo presentamos ejemplos de cémo el trabajo colabo-
rativo entre pares e investigadores puede propiciar necesidades au-
ténticas de cambio entre los profesores.
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ABSTRACT

Classroom observations carried out in Mexico for more than a de-
cade indicate that, even when teachers have been through a number
of educational reforms and are provided with a number of different
resources, they seldom change their teaching practices in a signifi-
cant manner. From an enactivist perspective (Maturana and Varela,
1992) we consider that when teachers act in a way that can be con-
sidered adequate, that is, a way that allows them to continue exist-
ing as teachers in a particular context, they do not see a need for
changing their ways substantially. Change comes from identifying
actions which are somehow inadequate. In this chapter we provide
some examples of the way in which collaborative work between
teachers and researchers can trigger an authentic need for change
in teaching practices.

INTRODUCCION

La educacién basica en México es heterogénea tanto en el tipo de
escuelas (generales, indigenas, comunitarias, federales, estatales y
particulares) como en la formacién de profesores. Esto, aunado con
la cantidad de escuelas, alumnos y profesores —casi 100,000 escuelas
de primaria, alrededor de 15 millones de alumnos y mas de 570,000
profesores, en el ciclo 2013, segtin datos de la Subsecretaria de Edu-
cacion Biésica (SEB)— agrega complejidad al problema de la forma-
cién continua y actualizacion de los docentes.

En los dltimos 20 afnos se ha transitado por tres reformas edu-
cativas, las cuales replantean el enfoque de ensefianza de las mate-
madticas tanto en el plan y programas de cada nivel educativo como
en los recursos disponibles para los profesores, tales como los libros
de texto para los alumnos (obligatorios y gratuitos), el libro para el
profesor y otros materiales otorgados por la propia SEB. Los resul-
tados de algunas investigaciones sobre el impacto de las reformas
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educativas en las clases de matematicas de educacion primaria en
México (Avila, 2004; Block et al., 2007) sefialan que con frecuencia
los profesores siguen utilizando, en mayor o menor medida, los en-
foques anteriores a éstas. Se adaptan los nuevos recursos utilizando
estrategias previas aun cuando los aprendizajes de las matematicas
en sus estudiantes sigan siendo deficientes. Al respecto, se desta-
ca la relacién que existe de las acciones en el aula “con creencias y
convicciones y no sélo con destrezas didacticas”, y se sefiala que
“modificar las concepciones y el nucleo de las creencias resulta
mucho mds complejo” (Avila, 2004, p. 350). Sin embargo, las in-
vestigaciones reportan que “las estrategias de los maestros han ten-
dido a establecer equilibrios entre las practicas propias y algunos de
los planteamientos de la propuesta curricular” (Block et al., 2007,
p- 286), ademds puntualizan que el conflicto parece ser un elemento
clave para generar los cambios en las practicas. Pero no identifica-
ron qué detona la decision de cambiar dichas practicas.

Lo anterior coincide con nuestras observaciones en clases de
matemdticas durante mas de una década. Esto es, los maestros, en
su mayoria, a pesar de transitar por diferentes reformas y contar
con diversos recursos (tanto digitales como nuevos libros de texto)
han modificado poco sus practicas (Trigueros, Lozano y Sandoval,
2014).

Investigadores en otros paises reconocen que los cambios en las
aulas ocurren cuando los profesores participan de manera activa
en la toma de decisiones, disefian e implementan actividades para
sus clases, y también cuando colaboran en el disefio de programas
de desarrollo profesional para ellos mismos y sus colegas (ver por
ejemplo Cuban, 2000; Ruthven, 2009).

De acuerdo con dichos resultados de investigacién, se han ge-
nerado diversas propuestas de acompanamiento para que los pro-
fesores de matemadticas se involucren en procesos de desarrollo
profesional permanentes. Algunas propuestas han planteado el
trabajo colaborativo entre los investigadores y los profesores. Por
ejemplo, Climent y Carrillo (2007) conjuntan a investigadores, for-
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madores de profesores y maestras de primaria en un entorno co-
laborativo de co-aprendizaje en el que se promueve la reflexion, el
desarrollo profesional y la investigacion sobre la ensenanza de las
matematicas a través de la resolucion de problemas. La estrategia
utilizada para lograr este analisis es a partir de situaciones reales de
aula (propias o de otros profesores). Sus conclusiones senalan que
la comunicacién entre profesores e investigadores permite identifi-
car buenas practicas, caracterizarlas y aprender de ellas.

En el presente trabajo se pretende contribuir en esta misma li-
nea de colaboracion entre investigadores y profesores, analizando
el surgimiento del cambio en las précticas de ensefianza de las ma-
tematicas en el nivel de Educacién Primaria en México. Nuestro
enfoque se basa en la perspectiva enactivista, pues nos permitird
explicar el por qué pocos profesores cambian sus précticas en el
quehacer cotidiano de su profesién y a describir instancias y condi-
ciones en las que emerge la necesidad de cambio.

MARCO TEORICO

Desde el enactivismo, los individuos al interactuar con el mundo,
se organizan a si mismos continuamente determinados por su his-
toria (Maturana y Varela, 1992). Si esta organizacion da lugar a un
funcionamiento adecuado, entonces podemos considerar que se ha
logrado un aprendizaje, es decir, el enactivismo considera que el
aprendizaje es el cambio estructural que ocurre en los individuos
al interactuar con el medio, de tal manera que el sujeto pueda fun-
cionar adecuadamente en éste (Maturana y Varela, 1992). El conocer,
que para el enactivismo es sinénimo del hacer, estd asociado con la
conducta adecuada o la accién efectiva en un lugar determinado
(Maturana, 1987, p. 66). Si pensamos en un(a) profesor(a) de mate-
madticas, podremos darnos cuenta de que funcionar adecuadamente
significa actuar de modo que se pueda continuar existiendo en un

determinado ambiente, es decir, llevar a cabo acciones que son con-
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sideradas aceptables en la comunidad, lo que incluye alumnos, otros
maestros, directivos, padres de familia, etcétera. Los criterios de
aceptacion serdn especificados en diferentes contextos. Por ejemplo,
para cierto maestro realizar actividades que incluyan la participa-
cién activa y tal vez ruidosa de los estudiantes puede ser aceptable,
mientras que la misma conducta en otro salén puede ser tomada
como signo de desorden por parte de otros miembros de la comu-
nidad escolar. El comportamiento que no es efectivo provocard la
interrupcién de las interacciones, y a la larga impedird al individuo
participar en el contexto donde las acciones son inaceptables. La
conducta adecuada, entonces, es la que permite a los profesores se-
guir siendo profesores en el salon de clases en el que se encuentran.

Cuando el sujeto, en la interaccién con el contexto, presenta
un actuar que es adecuado, no surge la necesidad de modificar-
lo de manera sustancial. Aunque haga modificaciones menores,
el individuo no presentard cambios estructurales que impacten y
modifiquen su actuar de manera significativa. Cuando el indivi-
duo percibe un actuar no del todo adecuado, ya sea porque recibe
senales directas del medio que asi lo indican (una observacién ne-
gativa por parte de un supervisor, de un colega o de sus alumnos),
o porque percibe sefiales internas en un momento de reflexién que
le indican que algo debe cambiarse, es cuando dicha persona busca,
consciente o inconscientemente, hacer las cosas de modo distinto.
Estas ideas nos ayudan a considerar a los maestros como sujetos
que interactian en los contextos escolares y que, en dichos contex-
tos, llevan a cabo acciones que son efectivas o adecuadas en menor
o mayor grado. Por ello, consideramos que mientras las acciones
sean adecuadas, es decir, si le permiten seguir interactuando en el
contexto, no se ve en la necesidad de cambiarlas.

Como se mencioné anteriormente, segiin nuestros datos y los
de otros investigadores dan cuenta de que con frecuencia los maes-
tros adaptan nuevos recursos a sus practicas tradicionales, sin ne-
cesidad de modificarlas. Sin embargo, a través del trabajo efectuado
en diversos proyectos de investigacion, si hemos podido observar
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cambios en las prdcticas docentes. A través de interacciones con
distintas herramientas digitales, con alumnos, con otros maestros y
con investigadores nos hemos dado cuenta de como emerge la ne-
cesidad de cambio y el cambio mismo. De aqui que surja la siguien-
te pregunta de investigacion que constituye el tema de este capitulo:
;De qué manera emergen necesidades auténticas de cambio a través
del trabajo conjunto de investigadores y maestros?

METODOLOGIA

En este capitulo responderemos a la pregunta anterior a partir del
andlisis de observaciones, entrevistas y talleres con maestros en las
que la reflexién colectiva (entre pares y con investigadores) sobre
las précticas propician la necesidad auténtica de cambio.

Durante los tltimos afios trabajamos con profesores de prima-
ria en varios proyectos sobre el uso de Tecnologias Digitales (TD)
para el aprendizaje de las matematicas. En este capitulo haremos
referencia a dos de ellos.

En el primer proyecto nuestro interés fue caracterizar como se
movilizan los conocimientos profesionales de los profesores desde una
dimension tecnoldgica y del conocimiento matemdtico para la ense-
fianza (Sandoval, 2013). Para ello se implement6 un taller de desa-
rrollo profesional, con el cual se buscé propiciar la reflexién en el
colegiado de profesores, sobre las dimensiones tecnoldgica, didac-
tico-pedagégica y de contenido matemadtico a partir del anilisis de
sus propias practicas de ensenanza, en un entorno de colaboracién
entre pares e investigadores. Dicho taller se desarrollé en ocho se-
siones de dos horas cada una, y participaron 14 docentes frente a
grupo y el director de una escuela de la Ciudad de México (Gar-
cia, 2012). Se dio seguimiento y acompanamiento permanente s6lo
a los tres profesores de sexto grado. En este marco surgieron varios
eventos que consideramos indicadores de cambio en los profesores,
que seran presentados en el siguiente apartado.
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En el segundo proyecto, atin en desarrollo, nuestro objetivo es
investigar, a profundidad y de forma cualitativa, la manera en que
se utilizan las herramientas de una innovacion pedagdgica y tecnolé-
gica (sistema), que ha sido adoptada por un nimero considerable
de escuelas privadas en Latinoamérica, en las clases de matematicas.
El sistema proporciona a los maestros y estudiantes diversos mate-
riales, desde libros de texto, una plataforma, hasta aplicaciones para
ser utilizadas en tabletas (tablets). En este segundo proyecto se ha
dado seguimiento a tres profesores, a quienes se ha observado y en-
trevistado. Aunque el trabajo de campo atin no concluye, los datos
obtenidos hasta el momento nos han proporcionado informacién
valiosa acerca del tema de interés en el presente trabajo.

Cabe destacar que los profesores participantes en los dos proyec-
tos mencionados carecian de experiencia en el trabajo colaborati-
Vo, tanto entre pares como con investigadores. De igual manera, era
poco frecuente la observacion de sus clases por parte de investigado-
res y de sus colegas. Cuando si ocurri6, era mds con fines de evalua-
cién que como una herramienta para reflexionar sobre la practica.

Para el estudio del cambio de practicas de los maestros repor-
tado en este trabajo, la metodologia seguida consisti6 en analizar
videos y transcripciones de observaciones de clase y entrevistas, con
el fin de identificar momentos en que los maestros reconocieron la
necesidad de modificar sus précticas.

Segun la perspectiva enactivista, que también influye en la par-
te metodolégica de cualquier investigacion con este marco, ambas
investigadoras realizamos el trabajo de manera conjunta, proceso
en el que surgieron largas discusiones acerca de cémo creemos que
emerge el cambio en las practicas docentes.

ANALISIS Y DISCUSION

Como mencionamos anteriormente, el propésito que motivé este

estudio fue investigar la manera en que emergen necesidades autén-
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ticas de cambio en el trabajo conjunto de investigadores y maestros,
en un contexto de uso de innovaciones tecnoldgicas. Organizamos
esta seccion en dos subapartados, en los que se identificaron cam-
bios o necesidades de cambio:

1. A partir de la reflexion al observar su propia practica.
2. Alinteractuar con sus colegas y/o investigadores en el trabajo
colaborativo.

OBSERVACION DE LA PROPIA PRACTICA

De acuerdo con la metodologia planteada, en el primer proyecto
se utilizé el taller como un espacio que propiciara el intercambio de
experiencias en el aula. En este espacio observamos que uno de los
factores que contribuye a la emergencia del cambio en las practicas,
es la reflexion que se realiza al ver las videograbaciones de la propia
préctica. Un ejemplo de ello es lo que expresa el profesor Juan a sus
demds colegas. A continuacién describimos brevemente la activi-
dad realizada.

Enmarcando la prdctica de ensefianza analizada

Juan es uno de los tres profesores de sexto grado. Desde hace siete
anos, Juan (J), Olivia (O) y Fernanda (F) trabajan en la misma ins-
titucién, y es la primera vez que tienen la oportunidad de trabajar
en equipo. Los tres profesores acordaron planear una clase cuyo
tema fue la representacion de fracciones y decimales en la recta nu-
mérica. Para ello decidieron realizar diferentes actividades y utilizar
varios recursos para trabajarlos en el salon de clase, donde tenian
disponible una computadora. Uno de los recursos es el juego inte-
ractivo “;Y donde estd el niimero?”; en éste, los estudiantes deben

encontrar un ndmero entre otros dos dados. Si la respuesta es un
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numero entero, se obtiene un punto; si es decimal, dos puntos, y si
se trata de un nimero mixto se obtienen tres puntos. Las limita-
ciones de la programacién del recurso, y que son relevantes para la
situacion que analizamos, son: a) en las fracciones, el numerador y
denominador sélo pueden tener hasta dos digitos; y b) s6lo admite
ingresar hasta centésimos en los nimeros decimales.

Juan utilizo este juego interactivo para reforzar lo visto en la clase.
Los alumnos propusieron nimeros para cada intervalo, en algunos
casos, incorrectos. En dichas ocasiones Juan daba la respuesta co-
rrecta sin ofrecer alguna explicacion. Posteriormente, se llegd a una
situaciéon en la que los extremos del intervalo fueron los nimeros
435.36 y 435.37. En este caso, los alumnos encontraron un niimero
decimal entre estos dos, como se muestra en el siguiente didlogo:

J: ;Cudl serfa un nimero entre estos dos? ;Cudl es el nimero entero? [pa-
san tres minutos de silencio].

J: Cudl es la diferencia entre éste [.36] y éste [.37]?

Alumno(a]: Un centésimo, ;no?

J: ;C6mo lo pasamos a una fraccién?

A 1: 435 enteros y 375 centésimos.

A 2: Milésimos.

Juan intent6 ingresar al interactivo de fracciones y decimales, dio va-
rias opciones incorrectas, y finalmente cerré el programa. En la clase
no se llegd a alguna conclusion ni se aprovecho el ejercicio para dis-
cutir estrategias de como encontrar un nimero decimal entre otros
dos dados o transformar un decimal en una fraccién mixta.

Necesidad de cambio a partir de observar su propia prdctica

En la sesion del taller, Juan describi6 a sus colegas lo sucedido en la
actividad anterior de la siguiente manera:

J: Tenfamos que ingresar una cifra con milésimos, pero no se podia, ya no

habia espacio, el interactivo ya no te daba la opcién para agregar otro nu-
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mero. Entonces, ahi fue donde yo tuve la dificultad, yo no lo habia previsto

(Quinta sesién, 27-1-2012).

Al momento de comunicar a sus companeros la experiencia, Juan
se sintié en confianza para presentar el video donde se evidencia lo
sucedido. El reconocié que, a pesar de ser un experto en el manejo
de la computadora, no pudo resolver ni aprovechar dicha situacion.
Al respecto senala:

J: A mi lo que si me costé trabajo fue [...] el interactivo acerca de los
numeros decimales en la recta [...] me falté practicar més [...] porque
[...] hubo una parte donde yo me desubiqué porque no tenia [clara] la
manera de como manejarlo. Si sé utilizar la computadora pero [...] creo
que serfa importante cuando utilicemos ese tipo de tecnologias, que nos
demos el tiempo de trabajarlo antes, tomando en cuenta el contenido y
la forma en que mejor lo entenderian los alumnos (Quinta sesién, 27-1-
2012).

El profesor nota que un elemento importante es dedicarle tiempo
a conocer los recursos tecnoldgicos para identificar sus potenciali-
dades y restricciones, vinculado con el tema a ensenar. Cabe senalar
que en una de las primeras sesiones del taller se comento la rele-
vancia de hacer este analisis de los recursos en la planeacién. Para
Juan esto sélo cobr6 sentido hasta que lo experimenté en su propia
practica. La necesidad de cambio surgi6 al verse en una situacion
frente a los estudiantes en la que no supo qué hacer, y en la que
interpreta sus acciones como poco adecuadas.

Otro elemento que surgi6 en la observacion de la propia practi-
ca es la relevancia que se otorga al contenido matemadtico como eje
para elegir el tipo de recurso en funcién de mejorar los aprendizajes
de sus estudiantes, cuestion que al inicio del taller tampoco era con-
siderada. Para Juan y sus colegas, el uso de los recursos tecnol6gicos
estaba vinculado con la motivacidn, y por ello los recursos de su
preferencia eran videos de YouTube.
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Resultado de la experiencia anterior, los tres profesores planea-
ron una nueva clase. En esta segunda ocasién trabajaron con un
programa de Geometria Dindmica (Cabri) y en el aula de medios
(una computadora para dos alumnos). El tema de la clase fue el
trazo de poligonos regulares inscritos en una circunferencia. Juan,
a diferencia de la clase anterior, promovié entre sus alumnos la ex-
ploracién para resolver la tarea. Durante la actividad se acercé a
cada equipo v, sin indicarles el procedimiento correcto a seguir, les
plante6 preguntas para que reflexionaran sobre las propiedades de
la figura y asi lograran resolver la actividad. Juan también logré
integrar diferentes recursos (la geometria dindmica y el pizarrén
tradicional) para promover discusiones relacionadas con el conte-
nido geométrico en cuestion.

Cabe destacar el cambio que Juan present6 respecto a su funciéon
en el aula. Mientras que en la primera clase fue directivo y de con-
trol, después actué como guia y mediador entre los contenidos, el
artefacto recurso tecnoldgico (geometria dindmica) y los alumnos.
Durante la segunda clase se observé que la reflexion, la autonomia
de los estudiantes en el desarrollo de las tareas, asi como la interac-
cién en cada equipo y entre equipos, adquirieron mayor relevancia.

Se observa en este ejemplo como fue motivado el cambio en la
practica al experimentar con un recurso tecnoldgico nuevo en clase,
que crea una situacién en la que las acciones de Juan se interpre-
tan como inadecuadas, reflexion que surge al observar el video de la
sesion. Juan habl6 de la importancia de revisar la actividad con an-
telacion, de centrar la planeacién alrededor del contenido matemd-
tico y del aprendizaje de los alumnos. En la segunda sesi6n, Juan
realiza acciones que no se habian observado antes.

Discusién con otros comparieros y con las investigadoras

En el primer proyecto, el trabajo colaborativo surge en dos mo-
mentos. Por un lado, en la planeacién de sus secuencias de clase,
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los profesores comparten sus experiencias con sus colegas y con las
investigadoras. Por el otro, en la reflexion sobre la practica, interac-
tian de manera particular con las investigadoras, quienes fungen
como expertas en el contenido matematico y en el uso de recursos
tecnoldgicos. Del anlisis de estas interacciones, se destaca otro fac-
tor que contribuye a la emergencia del cambio: la reflexion a partir
del intercambio con otros (pares e investigadores).

Como se menciono en el apartado anterior, era la primera vez
que los profesores que participaron en el taller contaban con un
espacio para compartir sus experiencias en el aula, asi como realizar
un trabajo colaborativo. Los maestros lo expresan de la siguiente

manera:

Miguel: No tenemos los espacios para que los que llegamos a utilizar la
computadora nos acerquemos a los que no y les ofrezcamos opciones, y
los que no la manejan se acerquen a los que si para preguntarnos opciones
[...] yo he propuesto que se den esos espacios para compartir, |[...] llevo
aqui dos afios y medio y no se ha podido [...] (Entrevista inicial, 24-6-

2011).

F: Compartimos experiencias sobre como manejar ciertos temas, pero
solo se da si te llevas bien con los compaiieros [...] (Entrevista inicial,

24-6-2011).

Como se evidencia en los extractos anteriores, los profesores parti-
cipantes consideran relevante el trabajo colaborativo entre compa-
neros para compartir las experiencias. En la interaccién generada
en el taller, los profesores también proponen estrategias para usar
internet como medio de comunicacién, y construir colectivamente
repositorios de actividades que pudieran facilitar el uso de TD en
clases. Este es un indicador del interés y la necesidad de tener espa-
cios para compartir experiencias con sus pares.

Si bien los profesores habian participado en cursos con “exper-
tos” en distintas temadticas, la metodologia propuesta en el taller,
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en el que el acompanamiento y seguimiento a sus practicas con TD
fueron permanentes, resulté ser un aspecto de gran valor para ellos:

F: Va a ser muy bueno que nos permitan poner en préictica con nuestro
grupo lo que aqui aprendamos, porque en otros cursos exponen una clase
muestra y al principio no tenemos dudas, pero después ya no sabemos
bien qué hacer y se pierde el contacto con los ponentes (Tercera sesion,
30-9-2011).

Sin embargo, la disyuntiva libertad/restriccién en el disefio de acti-
vidades para sus précticas docentes gener6 en principio conflictos
para la mayoria de los profesores, pues esperaban actividades di-
senadas por las investigadoras para que ellos las aplicaran, como
es usual en algunos programas de capacitacion. Asi lo muestra el
siguiente comentario de una maestra, en la segunda sesién del ta-
ller: “quiero que me digan qué debo tomar en cuenta para elegir un
recurso [...] sé que voy a ver dngulos, [...] aqui en el libro vienen
propuestas, algunas si las he consultado y otras no, pero cémo pue-
do yo buscar materiales o bajar materiales”. Este papel pasivo, pro-
movido en cursos de formacidn, fue un aspecto que los profesores
empezaron a cambiar en el taller.

Consideramos que el intercambio con sus colegas (diferentes
puntos de vista, experiencia docente y conocimientos tecnoldgi-
cos y matematicos) les permitié redisefiar y construir estrategias
de solucién para algunas problematicas de su practica, como la re-
lacionada con la integracién de recursos digitales en una clase de
matemdticas. Los profesores sefialaron que el acompanamiento
de las investigadoras y el trabajo colaborativo entre pares fue un
elemento favorecedor para adquirir mayor confianza al usar dife-

rentes tecnologias en sus clases.
O: [...] formar parte de algo que no estds dominando en un alto porcenta-

je, siempre te genera incertidumbre, pero en la medida en que llevas acom-

pafamiento, se te van facilitando [...], yo creo que fue una experiencia
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buena porque [...] el trabajar en equipo te da mayor seguridad, realmente

hay un intercambio con el compaiiero (Sexta sesion del taller, 27-1-2012).

Los participantes en el taller, en particular los tres profesores de sexto
de primaria, reconocieron que las actividades desarrolladas con las
investigadoras y sus colegas, asi como la aplicacion en sus aulas, fue
una experiencia enriquecedora para su practica docente. Como lo
dice Fernanda, en la sexta sesion: “Es bueno escuchar las ideas de las
personas [a diferencia] de lo que td piensas, qué te puede funcionar,
escucharlo de tus compaiieros: jAh! Oye si, no habia pensado eso”.

En el disenio del taller el trabajo colaborativo constituyé uno de
los objetivos a promover entre los profesores, esta propuesta surgié
como una estrategia de trabajo entre ellos en las primeras sesio-
nes. Una de las profesoras de sexto grado comenté lo siguiente en
la segunda sesion: “Estaria bien trabajar una misma lecciéon para
ver como responden los nifios a ese mismo tema, ensefiando por
cada uno de nosotros”. Esta propuesta fue asumida por todos los
participantes. Resultado de esta experiencia, los maestros destacan
la importancia de los diferentes papeles y las aportaciones de los
integrantes del equipo para realizar un trabajo colaborativo con la
finalidad de mejorar las practicas de ensefianza:

O:Juan [...] domina [...] las funciones de la computadora [...], Fernanda
tiene experiencia [para] realizar las actividades, también creo que les favo-
reci6 trabajar conmigo, por [...] el dominio de los contenidos [...] y [...]
ta [la investigadora] [sugerfas] por qué no buscamos aqui. Todo eso for-

mo un equipo de trabajo mds sélido (Sexta sesion del taller, 27-1-2012).

Cabe senalar que para los 14 profesores participantes, el libro de
texto es el recurso que delinea sus acciones en sus clases, cuestion
que coincide con lo encontrado por Avila (2004). Sin embargo, sur-
ge la necesidad de reelaborar dichas acciones a seguir, al abordar
un tema en el que se utilicen recursos digitales, pues este aspecto
no estd considerado en los materiales que emplean los profesores.
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Los cambios que surgieron como resultado del trabajo colabo-
rativo entre pares y expertos se vinculan con: a) la planeacion co-
lectiva de una misma leccién; b) la importancia de planear las clases
y como elegir los recursos a utilizar para lograr el aprendizaje de sus
alumnos. Al respecto, los tres profesores comentan que las activida-
des fueron pensadas tomando como eje el contenido matematico,
la disponibilidad de recursos y el momento adecuado (inicio, desa-
rrollo o cierre) para integrar tecnologias digitales:

O: Primero tuvimos que colaborar para seleccionar el tema [...] acor-
de al bloque que estdbamos trabajando, los libros, el programa, y que
no fuera un recurso que se aplicara de momento [sin objetivo], sino
que fuera para iniciar, consolidar el tema [...]. La seleccién fue con-
siderando un lenguaje adecuado para los nifos, que fuera llamativa
[...], pero eso nos cuestion ;al nifio le servird?, entonces fue que se
decidi6 que cada quién, dependiendo de las necesidades de sus alum-
nos, lo implementaria en el momento mds pertinente (Quinta sesiéon
del taller, 27-1-2012).

Estas decisiones fueron mds evidentes cuando utilizaron el progra-
ma de Geometria dindmica para el trazo de poligonos inscritos en
una circunferencia.

En las entrevistas realizadas, como parte del segundo proyecto en
el que nos encontramos trabajando, se identificaron momentos
en que los profesores sugirieron posibles modificaciones en su prac-
tica. Un ejemplo lo constituye la profesora Carmen (C), quien, segiin
se pudo observar en las sesiones de las clases videograbadas, usual-
mente utilizaba materiales concretos con sus alumnos de tercero de
primaria después de dar una explicacién inicial de los conceptos ma-
tematicos, que consideraba fundamentales para el tema abordado.

C: Los ninos necesitan tener las bases firmes para poder trabajar, por

eso es importante que entiendan los fundamentos y por eso se los en-
sefio (5/2013).
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Durante una serie de conversaciones con una de las investigadoras
(ML), Carmen empez6 a considerar la posibilidad de invertir el or-
den en el que llevaba a cabo las clases. En una entrevista hablé de la
falta de sentido de usar material concreto para trabajar con medi-
das no convencionales, habiendo ya usado medidas convencionales
en un contexto de medicién de longitudes:

ML: ;Cémo crees que funciond el uso del material concreto con el estam-
bre?

C: Pues ya viste que los nifos, [a] algunos les cuesta mucho trabajo ma-
nipularlo.

ML: ;Cual era el objetivo de trabajar con estambre? ;Cudl fue tu idea?

C: Pues que vieran cémo trabajar con medidas no convencionales.

ML: ;Y para qué trabajan con medidas no convencionales?

C: Pues para que vean que no funcionan.

ML: ;Y luego ver unas que funcionan mejor?

C: Pues si.

ML: Aunque la regla ya la saben usar([...] La usaron antes [...]

C: Si, la verdad no tiene caso pero asi viene [...]

ML: Primero la regla y luego el estambre [...]

C: Si, pero realmente no tiene sentido, ;seria mejor experimentar primero?
(5-6-13)

En otra ocasion se hablé de entender primero los conceptos. Du-
rante la conversacién, Carmen llegé a la conclusién de que las es-
trategias seguidas hasta el momento no necesariamente llevan al
objetivo deseado, en este caso a una comprension profunda de los
conceptos.

C: Ellos necesitan entender primero los conceptos.
ML: ;Esto te ha funcionado? Es decir, ;los entienden?
C: Pues no, como viste hay muchos nifos que estdn perdidos, no entien-

den nada.
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Mas atn, Carmen concluyé en esta conversacion que el hecho de
poder, de manera hipotética, realizar todo lo deseado (resolver mas
ejercicios) no garantizaba el aprendizaje:

ML: ;Por qué crees que esto sea asi? [Que los nifios no entienden].

C: Porque les faltan las bases, necesitan mds ejercicios de praictica y tener
buenas bases para después resolver problemas mds dificiles.

ML:Y cuando hacen muchos ejercicios, sentienden?

C: No, jajaja, tampoco [...] no sé,jajaja

Entonces Carmen, al ser invitada a pensar en estrategias alternas,
contempla la posibilidad de utilizar el material concreto para la
construccion de los conceptos. Esto, sin embargo, le hace sentir que
de alguna manera puede perder el control del resultado:

ML: ;Cémo crees que esto pueda modificarse? ;Qué estrategias nuevas te
¢ ¢

gustarifa intentar? ;Coémo podria lograrse que comprendieran mejor?

C: Lo que pienso es, tal vez, experimentar mds con ellos antes, pero quien

sabe si sirva porque puede ser que se pierdan.

Después de varias pléticas con la investigadora, Carmen decide pla-
nificar una sesion en la que pueda trabajar con material concreto al
inicio de la clase. Aunque después de la sesién no estaba convencida
del todo de los resultados, en entrevista opina que esta dispuesta a
explorar mds este acercamiento:

ML: ;Cémo sentiste que te fue en la clase de fracciones?

C: La verdad, jno sé! Hubo un poco de descontrol, no sé qué tanto apren-
dieron, y senti que estuvo muy larga, pero pues me gustaria seguir pro-
bando a ver qué pasa. La verdad es que de todas formas estamos medio

en el hoyo.

En este caso, es posible observar cémo se genera el cambio al dar-

se cuenta la profesora, en conversaciones respecto a las acciones
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realizadas en clase, de que las estrategias no funcionan de mane-
ra adecuada y, mas sobre todo cuando las estrategias “deseables” al
analizarse, resultan también insuficientes. De aqui surge la necesi-
dad de buscar un cambio de estrategia y de ponerla en préctica. Si
bien los resultados son inciertos, tener la idea de “estar en el hoyo”,
es decir, de que lo que se hace no es del todo efectivo, constituye un
fuerte motor de cambio.

Los maestros suelen tener datos acerca del desempeno de sus
alumnos, y con frecuencia conocen los resultados de pruebas en las
que no se obtiene lo deseable. Aun teniendo esta informacién, con
frecuencia el cambio no se genera. Consideramos que la posibilidad
del cambio de estrategia surge cuando el profesor cuenta con un
espacio para hablar de lo que sucede en el aula y, en este caso, inte-

ractuar con un interlocutor con experiencia en el tema.

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

En este capitulo presentamos ejemplos de dos experiencias en Mé-
xico, en las que pudimos observar el surgimiento de necesidades
de cambio, en la practica docente mediante la interaccién y el tra-
bajo colaborativo, tanto entre los profesores como entre profesores
e investigadoras. Lo anterior se dio en un contexto de introduccién
de herramientas tecnoldgicas en el aula y a partir de la planeacion
conjunta de actividades y de la reflexién de la propia préctica. El
trabajo constituye una aportacién en el area de la investigacion del
cambio de las practicas de ensefianza de las matematicas por par-
te de los profesores de primaria quienes, segiin se menciond antes
(Avila, 2004; Block et al., 2007), suelen conservar sus estrategias de
ensefianza a pesar de las reformas educativas y de los cambios en
los planes y programa.

En los ejemplos presentados en el apartado anterior, la perspec-
tiva enactivista nos ayudé a explicar la manera en que dos profeso-
res modificaron sus practicas al identificar una necesidad auténtica
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de cambio, surgida a partir de una historia de interacciones. Como
resultado de sus experiencias, tanto al reflexionar sobre su propia
préctica como al interactuar con colegas y con las investigadoras,
Juan y Carmen detectaron que algunas de sus estrategias y acciones
eran poco adecuadas y entonces buscaron modificarlas. Si bien con
frecuencia los profesores estdn conscientes de que el desempenio de
sus estudiantes no es el adecuado, observamos cémo la necesidad
de cambio en la practica emerge al reflexionar sobre la prictica y al
intercambiar ideas con otros profesores y con investigadores.

Conviene destacar que desde el enactivismo es imposible que
con alguna interaccién —por ejemplo, una conversacion, la asisten-
cia a una conferencia o el contacto con determinada herramienta
en el aula— se provoque un cambio especifico en un individuo. Esto
significa que ciertas interacciones pueden originar o motivar cam-
bios que estardn especificados por la estructura del individuo en un
momento determinado. Dicha estructura, a su vez, es resultado de
la historia del individuo, es decir, de todas las experiencias del suje-
to. Lo anterior nos ayuda a comprender que no podemos asegurar el
tipo de cambio que surgira a partir de interacciones entre profesores
y con investigadores, pero si nos permite explorar la emergencia del
cambio cuando se detectan estrategias y acciones poco adecuadas.

En ninguno de estos dos proyectos, se caracterizaron buenas
précticas no se precisaron como “buenas” por parte de las inves-
tigadoras con el propdsito de que los profesores las replicaran. La
intencién en ambos casos fue invitarlos a reflexionar acerca de sus
acciones en el aula para que encontraran, junto con las investigado-
ras y con sus colegas, instancias en las que podian realizar cambios
en su practica en beneficio del aprendizaje de los alumnos.

Los resultados nos permitieron observar que con frecuencia
para generar el cambio requiere estar en un lugar de incertidumbre,
de soltar lo conocido y de no saber exactamente cudl serd el resulta-
do. Se requiere también “resiliencia” para poder llevar a cabo cam-
bios en las practicas. En esta linea, nuestra investigacién reafirma
y complementa lo sefialado por Block ef al. (2007), en términos de
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que cuando el profesor se enfrenta a un conflicto pueden generarse
cambios, s6lo si el sujeto se da cuenta de ello. Este conflicto, en nues-
tro caso, surge como resultado de la experiencia en el diseno, imple-
mentacion y redisefio de actividades para sus clases de matematicas
con uso de tecnologias digitales. De manera complementaria a lo
encontrado por Cuban (2000) y Ruthven (2009), quienes senalan la
importancia de la participacién activa de los profesores en el disefio
de las actividades y su relacién con el cambio en la practica, en este
capitulo se destaca la emergencia del cambio como resultado de la
colaboracién con sus colegas y con expertos, al reflexionar sobre
la propia practica y notar aquellas acciones inadecuadas.

Los resultados encontrados en este estudio destacan el trabajo
colaborativo cercano al profesor, sus caracteristicas, su historia y
su contexto local como una via para lograr cambios en las prac-
ticas de ensefanza. Se pone en evidencia la generacién colectiva
de estrategias sin imponer acciones particulares. De igual manera,
los resultados ponen en cuestionamiento las estrategias de forma-
cién de profesores, como las estandarizadas, masivas, impositivas
y de corta duracion, cuyo objetivo es lograr cambios superficiales.
Es posible observar cambios que impacten de manera significati-
va en el aprendizaje de los alumnos cuando se toman en cuenta la
complejidad y la individualidad del proceso de desarrollo profesio-
nal del docente.
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CAPITULO V / CHAPTER V

CAMBIOS EN EL CONOCIMIENTO SOBRE

LA PROPORCIONALIDAD. UNA EXPERIENCIA
DE FORMACION DE DOCENTES EN SERVICIO

Carmen Oliva Gutiérrez, Alicia Avila Storer

RESUMEN

Presentamos los resultados de una experiencia de formacién continua
en la que trabajamos el tema de la proporcionalidad y su ensefianza,
con el fin de caracterizar los procesos de cambio en el conocimien-
to de los profesores participantes, e identificar las caracteristicas y
condiciones de la experiencia favorables al cambio. Sustentamos la
investigacion en dos ideas principales: a) si los profesores se acercan a
los contenidos matemdticos que deben ensefiar, mediante la resolu-
cién de problemas y el intercambio de ideas en torno a su resolucion,
pueden modificar y enriquecer los conocimientos matematicos y
pedagdgicos implicados; b) la participacion del conjunto de los pro-
fesores de una escuela favorece cambios en el conjunto de la comuni-
dad escolar. Los resultados permiten confirmar nuestra primera idea;
de la segunda tenemos s6lo algunos indicios.
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Palabras-clave: proporcionalidad, formacién y actualizaciéon
de maestros, educacién primaria, construccién social del conoci-

miento.

ABSTRACT

Here we present the results of a continuous formation experience
where we worked with proportionality and its teaching. We based
the research in two basic ideas: the first one was that if teachers get
nearer the mathematical content that they have to teach, through
problem resolution and exchanging the ideas used for its resolution,
they can modify and increase their mathematical and pedagogi-
cal knowledge implied; the second was that the participation of all
teachers in a school promotes changes in the scholarly community
as a whole. Our results allow us to confirm our first idea, but for the
second we have just some circumstantial evidence.

INTRODUCCION

En el presente capitulo damos cuenta de un proceso de formacién
continua de profesores al interior de una escuela publica en la Ciu-
dad de México, donde se trabajé el tema La proporcionalidad y su
ensefianza con el conjunto de los docentes. La investigacion, de corte
cualitativo, se realizé dentro del programa de posgrado de la Univer-
sidad Pedagdgica Nacional, en un momento en que los profesores de
educacion bésica y su quehacer son cuestionados debido a los bajos
puntajes que los estudiantes han obtenido en las pruebas nacionales
e internacionales de matemadticas. El trabajo se basa en la premisa,
ya internacional, de que la formacién continua de los profesores en
servicio es un elemento indispensable para mejorar la practica do-
cente y el aprendizaje de los alumnos. También consideramos que
no cualquier tipo de formacion es pertinente, y que no todas las
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condiciones de su implementacién son igualmente productivas.
Aqui tratamos de ofrecer elementos para identificar algunas condi-
ciones favorables a dicha formacién.

LA FORMACION CONTINUA DE PROFESORES EN MEXICO

Perspectiva de la Secretaria de Educaciéon Publica

La Secretaria de Educacién Publica (SEP) cre6 en 1995 el Progra-
ma Nacional para la Actualizacién Permanente de los Maestros de
Educacién Bésica (Pronap), con el propésito de ofrecer distintas
experiencias de formacién y, de este modo, mejorar la calidad de la
educacién. Para matemadticas se diseni6 el curso nacional “La ense-
nanza de las matemdticas en la escuela primaria”, el cual proyectd
preparar a los profesores para que respondieran a las nuevas de-
mandas didécticas del enfoque de ensefianza de dicha disciplina.
Este curso dej6 de ofrecerse hace varios anos.

En la actualidad existe una oferta reducida de cursos de actua-
lizacién en matemadticas. Del total de titulos registrados en el afio
2012 (1115) sélo 50 corresponden a esta drea, y la mayoria (32)
busca actualizar a los docentes en el enfoque por competencias, in-
troducido con la reciente reforma a la educacion bésica (SEP, 2011).
Estos cursos, aunque son un requisito para evaluar a los docentes
en el programa Carrera Magisterial,' son opcionales.

! Programa establecido en México en 1993 para apoyar a los docentes econémica-
mente por su trabajo y actualizacion. Para ingresar o ascender en cualquiera de sus
cinco niveles [A, B, C, D y E], los profesores deben cubrir una serie de requisitos:
permanencia en el nivel [tres o cuatro anos], antigiiedad, preparacién profesional,
cursos de actualizacién, desempefio profesional [trabajo realizado durante un ci-
clo escolar], aprovechamiento escolar [examen a sus alumnos]. El puntaje minimo
para promocion varia cada afo.
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La SEP considera la formacién continua de los profesores como:

Un conjunto de actividades que permite desarrollar nuevos conocimien-
tos y capacidades a lo largo de su ejercicio profesional y perfeccionarse
después de su formacién inicial. Consiste en la actualizacién y capacita-
cién cultural, humanistica, pedagdgica y cientifica con el fin de mejorar

permanentemente su actividad profesional (SEP-SEBYN-CGAYCMS, 2006).

Desde tal perspectiva, podemos afirmar que en México no existe
una oferta suficiente de formacién en matematicas y su ensefian-
za para los profesores de educacién primaria en servicio. Por otra
parte, caben las siguientes preguntas: jestos programas, o al menos
algunos de ellos, han logrado cambios y mejoras en la practica co-
tidiana de los profesores?; de existir esas mejoras, ;cudles son las
caracteristicas de los cursos que parecen favorecerlas? Estas pregun-
tas —adn sin respuestas claras— justifican experimentar propuestas
que contribuyan a mejorar los aprendizajes matemdticos que, por
ahora, son bastante magros, segun las diversas pruebas nacionales
e internacionales aplicadas a los alumnos de educacién bésica (Ex-
cale, ENLACE y PISA).?

Importancia de la formacién continua en matematicas

Desde hace mas de tres décadas la preparacion de los docentes se
ha considerado un factor importante para mejorar el aprendizaje
escolar. En México, algunos investigadores sugieren trabajar con

los profesores para mejorar sus conocimientos, tanto disciplinares

2 En la competencia matemdtica que mide la prueba PISA, México se sitia en el
nivel 1 (el mds bajo) con 419 puntos, obtenidos en 2009. Con este puntaje, de
acuerdo con la OCDE, un poco mds de la mitad de los estudiantes que terminan la
primaria sélo son capaces de resolver preguntas muy bien definidas, con instruc-
ciones directas en situaciones explicitas (SEP, 2011a).
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como pedagdgicos, pues sefialan que la mayoria de ellos no cuen-
ta con una formacién sélida en matematicas (Block, 1995; Avila,
2006; Parada, Figueras y Pluvinage, 2009).

Respecto del manejo de la proporcionalidad, quien ha explo-
rado el conocimiento de algunos docentes sobre este tema, repor-
ta que dichos conocimientos son ‘imprecisos’ o ‘insuficientes’ (ver
Block, 2006).

Asimismo, la observacion de la actividad matemadtica en aulas
de escuelas comunes, ha llevado a senalar que profundizar el co-
nocimiento de los conceptos vinculados a la proporcionalidad, por
parte de los docentes, puede potenciar las acciones constructivistas
de aquéllos interesados en desarrollar desde este enfoque el pen-
samiento proporcional en sus alumnos, pues el dominio del tema
determina, en buena medida, las tareas que propondréan en sus cla-
ses de matematicas (ver Avila, 2006). Es decir, que los procesos de
formacion ofrecidos a los profesores sobre el tema que nos ocupa,
no han sido satisfactorios segtin los resultados obtenidos.

LA PROPORCIONALIDAD COMO CONTENIDO ESCOLAR

Los profesores en servicio tienen como referente principal los de-
sarrollos curriculares plasmados en programas y libros de texto. El
aprendizaje de la proporcionalidad directa (en adelante, propor-
cionalidad) en el curriculo de educacién primaria en México, se
propone en forma explicita a partir del cuarto grado (SEP, 2011).?
Empero, a pesar de que los profesores la consideran un tema im-
portante (Gutiérrez, 2008) dado el tiempo que se le dedica en las
escuelas, las pruebas estandarizadas (PISA, Excale y ENLACE) mues-

? La secuencia y el enfoque de ensenanza de las proporcionalidad a la que nos refe-
rimos se planted ya en los programas y libros de texto incorporados en la reforma
de 1993 (SEP, 1993); dicho enfoque y secuencia fueron retomados con algunas
modificaciones en la reforma de 2011 (SEP, 2011).
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tran que las habilidades matematicas ligadas a la proporcionalidad
no se desarrollan de manera satisfactoria en los alumnos. Por ejem-
plo, en la ultima prueba Excale, aplicada a nifios de sexto grado
de primaria, de la que se tiene informacién publica (INEE, 2009), los
promedios de aciertos son bastante insatisfactorios.

. ) Porcentaje
Contenido del reactivo , y
ierto
de aciertos
Identificar la relacion entre los datos de una tabla de variacién propor-
cional 79%
Resolver problemas que impliquen calcular un valor faltante en tablas
cuando el factor de proporcionalidad es decimal 71%
Reconocer una tabla de variacion proporcional 69%
Identificar la relacion entre los datos de una grafica de variacion pro- 62%
porcional
Resolver problemas de variacion proporcional 57%

Resolver problemas de valor faltante en tablas, con factor de proporcio- | 52%
nalidad fraccionario.

Interpretar la informacién de una grafica de variacion proporcional 47%
Identificar la tabla de variacion proporcional correspondiente a una 44%
grafica

Resolver problemas mediante tablas de variacion proporcional 23%

Figura |.Porcentajes de aciertos en reactivos de la prueba Excale 6 (ciclo 2008-2009),
vinculados a la proporcionalidad.

Es probable que los porcentajes anotados en los primeros renglones
de la tabla no se consideren deficientes; sin embargo, al incorporar
en los problemas razones fraccionarias u otro tipo de dificultades
(como distractores, o planteamientos menos directos), los porcen-
tajes bajan drésticamente.

Desde hace tiempo sabemos que el desarrollo del pensamiento
proporcional implica un largo proceso que culmina con la com-

prension y el uso significativo de la constante de proporcionalidad.*

* No nos referimos aqui al enfoque piagetano, que definié de otra manera el do-
minio de la proporcionalidad, sino a las ideas que han arrojado los enfoques de
orientaciéon mds didactica.
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En dicho proceso, el uso de relaciones internas (relaciones al in-
terior de cada una de las magnitudes involucradas) para interpre-
tar y solucionar los problemas es el mds intuitivo. Lograr que los
alumnos utilicen la relacién funcional de manera significativa para
resolver este tipo de problemas, requiere un proceso de ensefian-
za intencionado, que conlleva una modificacion sistematica de los
problemas que se planteen, tanto en las relaciones implicadas como
en la forma de su presentacion.

Ante estas consideraciones, la promocién del aprendizaje de la
proporcionalidad en la primaria mexicana se inicia con la resolu-
cién de problemas sencillos del tipo valor faltante, que es posible
resolver mediante estrategias basadas en el manejo de relaciones
internas o escalares (ver Vergnaud, 1985), y a partir del cdlculo de
mitades, dobles, triples, etc., de las cantidades involucradas. Pos-
teriormente, se promueve la solucién de problemas un poco mds
complejos, mediante el uso de lo que Ferndandez, Llinares y Valls
(2011) llaman ‘enfoque constructivo’ (fundamentado en la propie-
dad flx+y) = flx) + f(y)).

El uso de este enfoque genera estrategias mas elaboradas que la
simple duplicacién, triplicacion, o divisiéon por dos de los valores
conocidos. Estas estrategias se basan también en relaciones escala-
res, pero las soluciones se obtienen mediante composiciones (su-
mas o restas) de los valores conocidos y/o de las mitades y dobles
de esos valores al interior de una magnitud, para después hacer lo
mismo con los valores correspondientes en la otra magnitud.

Asi, de manera progresiva se modifican las situaciones propues-
tas para que los alumnos exploren nuevas formas de solucion hasta
que sea indispensable hacer uso de la constante de proporciona-
lidad para obtener las soluciones, cuestién que se propone en los
ultimos grados de la educacion primaria.

Por otra parte, el hecho de que las razones (internas o externas)
sean enteras o fraccionarias también entrana niveles de dificultad
diferentes en las que son necesarias estrategias distintas para la re-
solucién (Vergnaud, 1985). Este es otro aspecto considerado en los
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programas y libros de texto de matemadticas para disenar las secuen-
cias de actividades y problemas, y con ello promover el aprendizaje
de la proporcionalidad.

Como podrd verse, el enfoque propuesto desde 1993 en pro-
gramas y libros de texto es complejo, y en los programas de actua-
lizaciéon docente estas cuestiones no se han tratado con suficiente
profundidad. Nuestra hipétesis al iniciar el trabajo, del que deriva
este escrito, era que los profesores no contarian con los conoci-
mientos matemdticos especializados necesarios, ni con una “mi-
rada didactica” (ver Fernandez, Llinares y Valls, 2011) aguda para
gestionar con éxito las tareas matemadticas derivadas de él.

LA INVESTIGACION

La investigacion se realizé con base en un proceso de formacion
de profesores en servicio que llamamos La proporcionalidad (como
conocimiento matematico escolar) y su ensefianza (conocimiento
pedagdgico), el cual se diseié en forma de taller en una escuela
primaria publica de la Ciudad de México.’

Durante el desarrollo del taller analizamos los procesos de cam-
bio en el conocimiento de los profesores, y las condiciones que fa-
vorecen dicho cambio. Elegimos la proporcionalidad porque, como
ya lo senalamos, en la oferta de cursos de actualizaciéon es un tema
casi ignorado y, ademds, los profesores participantes manifestaron
interés por estudiarlo pues, segin la opinién dominante, los alum-
nos no lo comprenden con facilidad, y esto dificulta su ensefianza.

Posteriormente, se analizd el proceso de aprendizaje de los par-
ticipantes en dos vertientes: a) la correspondiente a la proporciona-

’ En adelante, para simplificar el lenguaje, nos referiremos al conocimiento mate-
mitico escolar (o conocimiento especializado sobre el contenido, en los términos
de D. Ball y sus colegas, 2008), simplemente como conocimiento matemdtico, o
conocimiento del contenido.
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lidad como conocimiento matematico escolar, y b) el conocimiento
pedagdgico sobre el tema (elementos para su ensefianza).

La planeacion, desarrollo y anlisis del proceso de formacion se
sustent6 en los siguientes supuestos:

1. Los conocimientos matemadticos y pedagdgicos sobre la pro-
porcionalidad con que cuenta la mayoria de los docentes par-
ticipantes, no son suficientes para implementar el enfoque y la
secuencia diddctica propuestos en el curriculum oficial.

2. Los contenidos que los profesores deben ensefiar son de su es-
pecial interés, lo que motiva la participacion activa en los pro-
cesos de formacién que abordan dichos contenidos.

3. El intercambio de ideas y el andlisis de experiencias al resol-
ver problemas vinculados al curriculum, con la participacién
de “alguien que sabe mas”, producird modificaciones positivas
en los conocimientos de los profesores participantes.

4. Un proceso de formacién compartido por el conjunto de do-
centes de una misma escuela, resultard més provechoso que
aquél realizado en forma individual o en grupos de docentes
de diversas escuelas.

5. El cambio en los conocimientos disciplinares y pedagégicos
que se logren mediante este proceso de formacién, favorecera
no s6lo en las practicas de ensefianza de cada uno de los do-
centes, sino también en su participacién en la comunidad de

profesores constituida al interior de la escuela.

Caracteristicas del proceso de formacion

«  FEltaller se efectud dentro de la jornada laboral: siete reuniones
de 2 horas 30 minutos cada una, realizadas el tltimo viernes del
mes, aprovechando la sesién del Consejo Escolar.

+  Se trabajé con base en resolucién de problemas orientados a

ampliar la comprension de la proporcionalidad y su ensenanza.
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+  Se planearon actividades, estrategias y materiales que promo-
vieron el andlisis del tema y de la practica de ensenanza de los
profesores.

+ Con el fin de incluir aspectos conceptuales que acompanaran
los avances en el aprendizaje, se analizaron articulos cortos
y de facil lectura sobre la proporcionalidad, su aprendizaje y
su ensefianza. De hecho, adaptamos o recortamos algunos ya
publicados para hacerlos mds accesibles a los participantes,
ya que en una encuesta previa detectamos poco interés por los
cursos que incluyeran lecturas.

+  Se realizaron también actividades vinculadas a las tareas pro-
fesionales de los profesores (Llinares, en Giménez et al., 1996):
analisis de libros de texto, planeacién de actividades y secuen-
cias de ensenanza.

+ El trabajo se organiz6 de manera individual o en pequenos
grupos, después los docentes compartian resultados y elabora-
ban conclusiones en sesidn colegiada.

+ La funcién de la coordinadora del taller consistié en proponer
situaciones y actividades de aprendizaje, promover la reflexién,
incorporar aspectos conceptuales vinculados a las tareas rea-
lizadas, asi como la discusion en los pequefios grupos y en las
sesiones colegiadas; también realizaba una sintesis de los cono-
cimientos trabajados en cada sesion.

Conceptos vinculados a la proporcionalidad trabajados
en el taller

Los conceptos abordados se definieron con base en nuestras hi-
potesis acerca de los aspectos de la proporcionalidad, que es im-
portante conocer en tanto conocimiento matemadtico escolar. Estos
aspectos son los siguientes: comparacién absoluta y relativa, razon,
proporcién, relacion escalar y funcional, constante de proporciona-
lidad, gréficas de situaciones proporcionales y no proporcionales,
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asi como tablas de variacién proporcional y su utilidad para apren-
der y ensefiar este contenido; también se analizaron algunas estra-
tegias de ensefianza y los procesos cognitivos de los nifios respecto
al aprendizaje de la proporcionalidad.

Como ya hemos senalado, en el taller se incluyé lo que suele
llamarse conocimiento matemdtico escolar y conocimiento pe-
dagdgico del contenido (en este caso, sobre la proporcionalidad).
El primero se refiere al contenido matemadtico en si, pero no al con-
tenido que cualquier persona maneja, sino a una forma especifica
que lo convierte en objeto escolar, tal como lo sefialan Hill, Ball y
Schilling (2008), mientras que el segundo conocimiento implica el
contenido en relacién con los alumnos y con los recursos para ayu-
dar al aprendizaje: cémo lo aprenden, qué dificultades tienen para
aprenderlo, qué errores cometen al acercarse a dicho conocimiento,
asi como las formas en que es posible ayudarlos para que lo apren-
dan de manera adecuada (ver Hill, Ball y Schilling, 2008).

En este escrito presentamos s6lo el analisis del conocimiento
matemadtico de la proporcionalidad que fueron construyendo los
profesores participantes. Para hacerlo, nos basamos en el discurso
que se fue elaborando en torno a dicho tema durante el taller.

Algunos datos sobre la escuela e intereses de los profesores
participantes

La escuela donde se llevé a cabo el taller es de tiempo completo,
y se eligi6 por la disposicién del grupo docente para participar en
la experiencia. La escuela esta inscrita en el Programa Escuelas de

¢Las escuelas de tiempo completo son un modelo educativo que pretende, con la
ampliacién del horario —8:00 a 16:00 horas—, modificar las précticas escolares al
trabajar con la participacién activa de los alumnos y llevar a cabo actividades
de actualizacion docente en las reuniones de Consejo Técnico.
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Calidad’ y goza de “buena fama” en su zona escolar; los resulta-
dos que ha obtenido en la prueba ENLACE son superiores a los 580
puntos.® Tiene 14 docentes frente a grupo, s6lo dos son varones,
cinco cuentan con estudios de licenciatura, 10 estdn inscritos en el
programa Carrera Magisterial y 12 tienen mds de 20 anos de ser-
vicio. Todos manifestaron interés en actualizarse, pero no tienen
tiempo libre para ello; la mitad sugirié programar cursos o talleres
dentro del horario laboral; todos propusieron cursos practicos (di-
ndmicos, con actividades para aplicar en su grupo). Los profesores
manifestaron interés por recibir material, estrategias y actividades
utiles para la ensefianza; la mitad sugiri6 “poca teoria”, y cinco pro-
fesores prefieren “sin teoria™ (ver Gutiérrez, 2008). Estos resulta-
dos coinciden con otros estudios hechos en México (por ejemplo,
Estrella, 2003; Diaz, 2006). Por tanto, consideramos conveniente
tomarlos en cuenta al plantear el proceso de formacion.

Actividades trabajadas en las sesiones del taller

Las sesiones del taller se planearon con actividades para enriquecer
el conocimiento matematico y pedagdgico de los participantes, y
motivar el andlisis de la préctica docente. En cada sesién se propuso:

a) la resoluciéon de un problema que implicara la nocién de
proporcionalidad;

b) anilisis de la forma en que cada uno lo resolvi6 y la elabora-
ci6n de hipétesis sobre como lo resolverian sus alumnos;

7 Programa que pretende mejorar los resultados educativos mediante apoyos adi-
cionales a los planteles.

$ Evaluacién Nacional del Logro Académico en Centros Escolares (ENLACE). El
puntaje maximo es de 800 puntos y es un deseo oficial no cumplido que las escue-
las alcancen 600 puntos.

° Por ‘teoria’ se referian a textos que aborden conceptos matematicos o didacticos,
pero sin actividades que puedan aplicarse en el aula.
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¢) formulacién de preguntas adecuadas para el grado que atien-
den, utiles para promover en los ninos la comprension de los
problemas y su resolucion, y

d) lectura de un texto breve para aclarar o complementar el co-
nocimiento especializado sobre proporcionalidad.

La planeacién y desarrollo de las actividades se adaptaron, incluso
se modificaron, después de analizar los resultados de cada sesién.

Recoleccion de evidencias

Para la recoleccién de evidencias se realizaron las siguientes activi-

dades:

+ Aplicacién de un cuestionario inicial (a manera de un diag-
noéstico).

+  Videograbacion de cada sesion.

+  Recoleccién de tareas escritas (problemas resueltos, observa-
ciones al trabajo de sus alumnos y descripciones de su practica).

+  Evaluacién de cada sesién para apoyar la planificacién de las
siguientes.

+  Cuestionario final como evaluacién general del taller.

El discurso de los docentes que se generd en cada sesion sobre el
conocimiento de la proporcionalidad, fue un insumo fundamental
para la indagacion sobre sus procesos de aprendizaje. El conoci-
miento inicial, asi como las modificaciones en éste, lo ponderamos
con base en dicho discurso. Para efectuar el andlisis, procedimos de
la siguiente manera: se ordenaron cronolégicamente fragmentos
del discurso que mostraran tanto los intercambios ocurridos como
el proceso de cambio que tuvo lugar. La seleccion de los fragmentos
se realiz6 considerando que éstos:
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a) tuviesen significado en si mismos, es decir, que expresaran
ideas completas sobre el tema;

b) refirieran a la proporcionalidad en tanto conocimiento ma-
tematico escolar y fueran relevantes en funcion de los objeti-
vos de la investigacién;

¢) permitieran comparar las ideas iniciales con las que se fue-
ron construyendo a lo largo del proceso.

CAMBIOS OBSERVADOS EN EL CONOCIMIENTO
SOBRE LA PROPORCIONALIDAD

Ideas iniciales de los docentes: dificultades para identificar
situaciones proporcionales y no proporcionales

Con el fin de identificar el conocimiento de los profesores acer-
ca del tema, al iniciar el taller resolvieron en forma individual un
cuestionario, cuyos resultados se discutieron después. En ese mo-
mento, los profesores tuvieron dificultades importantes para: 1) di-
ferenciar situaciones de proporcionalidad de otras que implicaban
comparaciones aditivas; 2) utilizar adecuadamente estrategias con-
vencionales de solucién de los problemas planteados; 3) identificar,
de entre varias gréficas, aquellas que representaban una situacién
de proporcionalidad de otras que no tenfan una relaciéon de este
tipo entre los datos.

Pocos profesores se consideraron conocedores del tema (4 de
13), el resto manifesté no estar familiarizado con él porque no lo
trabajaban con su grupo:

“Ahorita me cost6 trabajo resolver los problemas porque atiendo segundo
grado.”

“Durante mucho tiempo he dejado de dar clase a quinto y sexto, son]...]
como temas nuevos para mi.”

“Es un tema ‘nuevo’ para los que no atienden quinto y sexto grados, por

ello es también un tema dificil de explicar.”
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Llama la atencién que estas respuestas provengan de profesores de
tercero y cuarto grados, puesto que el tema se inicia en este tltimo
mediante tablas de valores proporcionales.

En los hechos, el conocimiento de todos los profesores parti-
cipantes fue insuficiente para trabajar el enfoque propuesto en
programas y libros de texto. Una muestra de esto es que, como se
coment¢ antes, en general no diferenciaron, de entre varios proble-
mas, los vinculados a la idea de proporcionalidad y los que implica-
ban una comparacién aditiva.

El problema 1 (ver figura 2), por ejemplo, implica una compara-
cién de razones (para concluir que las velocidades no son iguales).
Sin embargo, los docentes no consideraron resolverlo mediante la
idea de proporcionalidad y, en general, fracasaron en sus intentos
de resolucién. En cambio, se clasificé como de proporcionalidad el

problema 2.
Problema | Problema 2
“Marcos es ciclista y recorre 25 km en “Observa la tabla y contesta: ;Cuantos
20 minutos. Lucia también es ciclista y afios tendra Pedro cuando Juan tenga 24
recorre 20 km en |5 minutos. ;Quién afos?”

lleva mayor velocidad?”

Edad de Juan 4 | 8 | 16|20 |24
Edad de Pedro | 12 | 16 | 24 | 28 ?

Figura 2. Problemas planteados en el cuestionario al inicio del proceso de formacion.

La conservacién de una relacién aditiva —como la que existe en-
tre las edades de Juan y Pedro— fue suficiente a los docentes para
considerar que la situacioén era proporcional. Tal vez presentar los
datos en una tabla favoreci6 esta interpretacion, puesto que segin
nos percatamos después, los docentes le dan gran valor a las tablas
para ensefar la proporcionalidad, ya que en los libros de texto este
recurso aparece con frecuencia en esta clase de problemas.'

10 Las dificultades para identificar ciertos problemas como de tipo aditivo por par-
te de maestros en formacion, ha sido reportada por otros investigadores (Ferndn-
dez, Llinares y Valls, 2011), y la hemos constatado en un proceso de formacién
de docentes en servicio que realizamos actualmente. Parece entonces necesario
profundizar en torno a las causas que provocan dicha dificultad.
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La representacién grafica de una situacién proporcional (o no
proporcional) result6 ser otro tema desconocido para la mayoria de
los profesores participantes, quienes tampoco clasificaron de ma-
nera correcta (como representacién de una situaciéon de proporcio-
nalidad o de no proporcionalidad) las siguientes graficas:

Viaje en taxi Lanzar una piedra | Precio de un producto | Numero de amibas
Tarifa en pesos Altura Peso # de amibas
Distancia en metros | Tiempo Costo Tiempo

Figura 3. Graficas y situaciones incluidas en el cuestionario inicial del taller.

En resumen: al iniciar el proceso de formacién, los profesores mos-
traron poco conocimiento respecto de las situaciones que implican
proporcionalidad, asi como dificultades importantes para diferen-
ciar de aquéllas los problemas que presentaran relaciones aditivas.
Las dificultades también se observaron en la representacion de las
situaciones mediante graficas.

Inicios en el cambio de conocimiento: diferenciacién entre la
comparacion aditiva y la multiplicativa y desarrollo de algunas
estrategias de solucion

La interaccién en torno a los primeros problemas planteados mar-
¢6 los inicios del cambio en las ideas de los profesores sobre la pro-
porcionalidad. La discusion se centrd en los dos problemas que se
incluyen en la figura 4:
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Problema 3

Problema 4

a) “Ana quiere comprarse unas calcetas
que valen 20 pesos. Su madre queda con
ella que pagara 2 pesos por cada 3 que pa-
gue Ana. ;Cuanto dinero debe poner Ana
para comprarse las calcetas?”

b) “Hace 5 afos un arbol de mangos me-
dia 8 m y un arbol de naranjas media
10 m, en la actualidad el arbol de mangos
mide 14 m y el de naranjas mide 16 m.
Después de cinco afos, jqué arbol ha cre-

cido mas?, ;qué arbol consideras que ha
tenido un crecimiento mas lento en estos
cinco afos?”

Figura 4. Problemas propuestos al iniciar el proceso formativo.

El problema 3 es del tipo que Lamon (1993, cit. por Alatorre, 2004)
llama parte-parte-todo, en su definicion refiere a contextos en los
que la cardinalidad de un subconjunto se da en términos de las car-
dinalidades de dos o mas subconjuntos de los que estd compuesto
el todo.

El problema 4 presenta otras caracteristicas: busca hacer notar la
diferencia entre la comparacion absoluta (aditiva) y la relativa (ra-
z6n) y entre las cantidades, y propicia que los participantes valoren,
en una situacién concreta, el sentido de ambas comparaciones y la
relevancia de diferenciarlas.

Al resolver los problemas, los profesores mostraron que cono-
cen (en acto) y utilizan mejor las relaciones entre un mismo tipo de
cantidades (razones internas) y la comparacién absoluta, mientras
que se les dificulta la comparacidn relativa y las relaciones funcio-
nales (relaciones entre los dos tipos de cantidades involucradas);
nadie utilizé alguna estrategia que permitiese suponer atencién en
esta tltima relacion.

El problema 3, cuya estructura proporcional parecia mas evi-
dente, se resolvié con cierta facilidad haciendo uso de estrategias
intuitivas, como la sustentada en la elaboracion de una tabla de va-
lores proporcionales (ver figura 5).
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Ana Mama de Ana Dinero reunido para las calcetas
3 2 5
6 4 10
9 6 I5
12 8 20

Figura 5. Solucién al problema 3 ““Las calcetas de Ana”.
La facilidad del problema fue expresada por mds de un participante:

[Este problema es] uno de los mas sencillos porque para resolverlo es con
una tabla de variacién proporcional. Cuando Ana ponga tres pesos su
mamd pone dos pesos. Si Ana duplica la cantidad, su mamd también la
duplica, entonces va aumentando, es una tabla de variacién proporcional

(Adriana 4 —el nimero indica el grado que atendia—).

En este problema no se logré un planteamiento “formal” para ob-
tener la solucién, pues en todas las soluciones se aplicaron estrate-
gias intuitivas. Hubo quien utilizé la regla de tres, como Ignacio 6,
quien consideré que la resolucion de este problema podria ser mas
facil con regla de tres, 8 es a 12 como 6 es a 4, pero sus compaferos
no estuvieron de acuerdo y le interrogaron:

;Ocho?, ;de donde sacaste el doce?, tii no tienes el doce, lo primero que
sabes es la relacion que hay entre dos y tres, no entre doce y ocho, entonces
scomo aplicas la regla de tres?

Ignacio 6 incluye un planteamiento con datos no explicitos en el pro-
blema (“8 esa 12 como 6 es a4”) y sus compaiieras le cuestionan por qué
ocupa nimeros que no estdn inicialmente en el problema. Ignacio 6, al no
poder justificar su procedimiento comenta: “Bueno, fue la comprobacién”,
y ya no intenta convencer a sus colegas de la pertinencia (o no) de su so-

lucién (Ignacio 6).
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La discusion referente a la solucién del problema 3 concluye sin
resolver las dudas. Sin embargo, en torno al problema 4 se originé
una extensa discusion, la cual ayudé a avanzar al grupo en el co-
nocimiento. En seguida anotamos un fragmento del intercambio
de ideas entre todos los miembros del grupo. En un primer mo-
mento, parecia existir un acuerdo en que los arboles crecian en la
misma proporcion (prevalecia la comparacién aditiva), pero habia
desacuerdo en la respuesta a la segunda pregunta: ;Qué drbol con-
sideras que ha tenido un crecimiento mds lento en estos cinco afos?
Ignacio 6 estaba en otro punto del proceso de reflexién, su cono-
cimiento parecia estar en un nivel mas avanzado en comparacién
con el de sus colegas, y los presionaba a comprobar sus respuestas y
motivar la reflexion. Insistia:

Ignacio 6: Entonces, ;qué arbol ha crecido mds, ninguno?

Isabel 4: Yo considero que la respuesta puede ser que han crecido lo mis-
mo: 6 metros. La diferencia estd en que no empezaron en la misma altura.
Elena 3: [Es decir] Que uno crecié més rapido que otro.

Ignacio 6: ;Y cudl es la respuesta?

Aqui los participantes en el didlogo muestran que han incorporado la
idea de comparacion relativa: “La diferencia estd en que no empeza-
ron en la misma altura”. Pero Ignacio 6, insatisfecho por las respuestas
de sus companeras, explica la forma en que relaciond las cantidades,
y menciona que los arboles no crecieron en la misma proporcion.
Uno (el de naranjas) crecié mds lento que el otro (el de mangos):

Es que a mi [primero] se me ocurrié que la relacién es que crecen igual [6
metros cada uno]. La misma proporcion de 6, si, pero luego me pregunté:
;qué tanto es 14 de 8 y qué tanto es 16 de 10?, comparé las dos fracciones

[8/14y 10/16] y resulta que el que crecié mds lento fue el de naranjas.

La intervencién de Ignacio 6 muestra: a) la interpretacién inicial
basada en una relacién absoluta, aditiva (“Se me ocurrié que crecen
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igual, es decir, 6 metros cada uno”); b) la interpretacién multipli-
cativa lograda en un segundo momento (“Pero luego me pregunté:
;qué tanto es 14 de 8 y 16 de 10?”). Esto es, se observa el transito de
la interpretacién aditiva a la multiplicativa.

La explicacion de Ignacio6 provocé nuevas reflexiones y alent6 a
otros colegas a exponer la forma en que obtuvieron la respuesta. En
este momento, al igual que Ignacio 6, Melba 1 propuso dar solucién
al problema comparando las cantidades en forma relativa, pero em-
ple6 porcentajes en lugar de fracciones:

Son drboles independientes. El de mangos tenia 8 metros y crecié a 14,
entonces 8 es el 100% del drbol, después aument6 a 14; 6 metros mds.
Esos 6 metros ;qué porcentaje son de los 82 Entonces los 6 metros son a
X [como 8 es a 100], me dio 75%. Los mangos crecieron 75% de lo que
ya tenian. Con el de naranjas hice lo mismo. Los 10 metros son el 100% y
los 6 metros que aumento, ;qué porcentaje es? Me da 60%. Entonces, las

naranjas crecieron 60% y los mangos 75%.

Esta estrategia resulté mds comprensible al grupo, y al concluir la
discusion se habia aclarado la diferencia entre la comparacién ab-
soluta (aditiva) y la comparacion relativa (basada en el cociente) a
partir del problema planteado. También aparecieron dos estrategias
para resolver situaciones que implican este tltimo tipo de compa-
racion: fracciones y porcentajes.

Hemos observado que la resoluciéon de los problemas mostrd
el nivel de conocimiento que tenian los participantes sobre la pro-
porcionalidad al iniciar el taller: insuficiente para resolver correcta-
mente los problemas planteados, pero los intentos de solucién y la
discusién contribuyeron a su comprensién y solucién.

El problema 4 resulté mas dificil de interpretar, pero la inclu-
sién de dos preguntas, una referente a la comparacion absoluta
y otra a la relativa, favorecié la diferenciacion de los dos tipos de
comparaciéon. Conviene sefialar, sin embargo, que el intercambio y
discusién sobre las soluciones obtenidas —y no la simple situacion
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y su solucién—, permitié identificar y diferenciar estos dos tipos de
comparacion.

No nos vamos a extender en exponer cada uno de los cambios en
el conocimiento logrados en el proceso, pero es conveniente sefa-
lar que si bien al inicio fue casi nula la comprension de las graficas
presentadas (figura 3), mas adelante éstas fueron incluso sugeridas
como herramienta para resolver problemas cuya interpretacion re-
sultaba dificil. En efecto, este avance se observa después, cuando en
un pequeiio grupo se reconoce la utilidad de las gréficas como he-
rramienta que permite definir si una situacién es proporcional o no.

Se discute en torno a una situaciéon de juegos de globos donde

interviene el azar:

Gaby 6: Yo digo que si hay proporcién.

Ignacio 6: Lo podemos comprobar con una grafica.

Lucia 5: Pero aqui es azar, no podemos saber cudntos globos vamos a
romper...

Ignacio 6: Vamos a comprobarlo con una grafica [...].

Hacia una mayor comprension de la proporcionalidad:
incorporacion paulatina de nociones como relaciones

escalares y funcionales

Como ya lo mencionamos, en un principio los docentes usaron con
mayor facilidad las relaciones internas (o escalares), que las exter-
nas (o funcionales). Posteriormente, se introdujeron de manera ex-
plicita las nociones relacion escalar y relacién funcional, a través de
una lectura sencilla que los vinculaba tanto a ejemplos familiares
como a lo que los profesores habian hecho para encontrar la solu-
cién a los problemas.

Las ideas no se comprendian ni se formulaban con facilidad. Por
ejemplo, después de varias preguntas y respuestas, Lucia 5 explica lo
que entiende por ‘relacion escalar’ de la siguiente manera:
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Cuando se da la relacion entre cantidades de la misma magnitud, es decir,
organizar kilos de un lado y precios del otro. La relacion escalar es eso:

poner naranjas con naranjas y pesos con pesos.

Lucia 5 enfatiza las dos magnitudes implicadas en la situacion, pero
no dice nada acerca del tipo de relaciones que se establecen; Ignacio
6, quien parece tener mayor conocimiento al respecto, expresa de
manera mas completa su comprensién de la relacién funcional:

Es la relacion de magnitudes diferentes. Nosotros lo estibamos viendo en
forma horizontal [se refiere a la disposicién de los datos como aparecen
comunmente en una tabla de valores proporcionales]. Una magnitud son
las naranjas y otra magnitud es el costo. A esa relacion, a ese vinculo entre
cantidades se le llamaria funcional. Vuelvo a llegar al valor unitario a tra-

vés de ese razonamiento, en la comparacién de esas cantidades.

La adquisicidn dificil de un nuevo lenguaje

La introduccién de los términos “formales” a través de las lecturas
fue provechosa. En diferentes momentos, los participantes procu-
raban comprender los conceptos —nuevos’ para ellos—; por ejem-
plo, Leticia AP (Artes Plasticas) busca confirmar la forma en que
considera se puede reconocer la relacion escalar y la funcional, y se
dirige a la coordinadora: ;Entonces, funcional es horizontal y escalar
es vertical? (se refiere a la disposiciéon de los datos en las tablas de
cantidades proporcionales).

La coordinadora enfatiza el sentido de la relacién que se esta-
blece en y entre magnitudes distintas, sin tomar en cuenta la dis-
posicién de los datos en una tabla, cuestién que estd en la base del
razonamiento de Leticia AP.

En otro momento (32 sesién) se emprendi6 un didlogo en torno
a una tabla de cantidades proporcionales; este didlogo muestra los
esfuerzos por comprender la proporcionalidad y utilizar el lenguaje

134



Cambios en el conocimiento sobre la proporcionalidad

recién aprendido —aunque no del todo comprendido— sobre este
tipo de relaciones:

Lucia 5: (Lee) las cantidades anotadas en la tabla no son proporcionales
spor qué? (ella misma contesta), porque no suben en el mismo ritmo.
Ignacio 6: ;No qué?

Lucia 5: No suben proporcionalmente, no van aumentando igual.

Ignacio 6: Busca otra palabra.

Gaby 6: Como dice la maestra, no hay una relacién vertical proporcional
(en realidad, la maestra no habia dicho esto).

Lucia 5: No se relacionan proporcionalmente.

Ignacio 6: Busca otra palabra. No hay relacion escalar.

Lucia 5: OK, no hay relacién escalar.

Ignacio 6:Y la otra relacion.

Lucia 5: Pro... este, jfuncional!

Ignacio 6: jAndele! (en tono aprobatorio).

Mas adelante, después de una discusion sobre el valor que debia
tener un tiro de canicas (de un juego de feria) para que pudiera
considerarse una situacién de proporcionalidad, el pequeno grupo
comentd: “Entonces cambiale: que la constante [la relacion entre
las dos cantidades correspondientes] sea la misma”.

Se observa en estos didlogos, no obstante las limitaciones e in-
cluso errores en el uso del lenguaje, la incorporacién de nuevos
elementos como constitutivos de la proporcién: las relaciones es-
calares como aquellas que se establecen entre cantidades del mismo
tipo y la constante de proporcionalidad, que se establece entre mag-
nitudes diferentes. Si bien estas relaciones parece que no fueron del
todo comprendidas y no estdn bien expresadas, es un buen logro
que los profesores se hayan acercado a ellas. Por supuesto, el proceso
deberia continuar hasta que se eliminaran todas las confusiones, lo
cual parece haberse logrado en las tltimas sesiones del taller.

Al inicio del taller los profesores no emplearon lenguaje con-
vencional para referirse a los conceptos vinculados a la proporcio-
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nalidad. Por ejemplo, utilizaban la relacién escalar para resolver
problemas, pero al hacer referencia a dicha relacidn se expresaban
de la siguiente manera: “Saqué primero los resultados de esta co-
lumna”. Al respecto, conviene comentar que los profesores no te-
nfan por qué conocer ese lenguaje, ya que la SEP no lo incluye en los
materiales que les proporciona, y tampoco se han impartido cursos
al respecto. Sin embargo, como en el taller se considerd el uso del
lenguaje, poco a poco fue teniendo mayor presencia en los comen-
tarios: “utilicé la relacion escalar porque es mas facil”, “yo hice una
regla de tres [...] también podria hacerse utilizando la relacién es-
calar, es mds practico para los nifios” (52 sesién). Como se ve en
estas participaciones, el lenguaje incorporado permitié aclarar las
ideas e hizo més fluido el intercambio.

Otro aprendizaje relevante: el conocimiento del contenido
escolar tiene repercusiones en la ensefianza

Al inicio del proceso, los docentes se consideraron a s{ mismos co-
nocedores de la proporcionalidad, y algunos otros senalaron que
sus necesidades docentes respecto de la proporcionalidad, y de las
matematicas en general, eran de tipo pedagégico (como ensenarla).
Durante el proceso formativo, su perspectiva cambid; menciona-
ron que, antes de la participacion en el taller, no habian reconoci-
do suficientemente la importancia de dominar el tema para poder
impartirlo. Consideraban que las dificultades para su aprendi-
zaje por parte de los ninos radicaban, no en su propia actuacién
como docentes, sino en limitaciones inherentes al pensamiento de
los alumnos (“para ellos, es dificil entenderla”). No habian consi-
derado que al entender la proporcionalidad y manejarla con ma-
yor facilidad, en tanto que conocimiento matemdtico especializado,
podian apoyar mejor el aprendizaje de los alumnos. El siguiente
comentario, emitido por la directora, y dirigido a la coordinadora
del taller, sintetiza cémo evolucion¢ este punto de vista:
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Cuando me platic6 [usted que el taller seria sobre proporcionalidad] yo
dije ‘pues qué tan importante puede ser’ y descubri que es bdsico, es un
tema importante que estd implicito desde el primer grado, se requiere que
se vaya retomando para ir profundizando, porque estd implicito en todos
los ejes [del programa de matemdticas]. Se vefa como algo[...] jyo lo per-

cibia como algo muy superficial! cuando es algo muy importante.

En estos comentarios la directora reconoce el valor de entender
el contenido, analiza el dominio que los profesores tienen de él y
la posibilidad de apoyar mejor el aprendizaje de los alumnos. Otros
participantes se adhirieron a esa postura, agregando ademas sus re-
percusiones en la planeacion de la ensefianza del tema para el grado
que se atiende y a lo largo de la educacién primaria:

Para los ninos es dificil aprender la proporcionalidad, no es un concepto
facil, por eso requiere [que les planteemos] mds actividades en todos los
grados (Guille 5).

Qué tanto les estamos dando realmente lo que necesitan [...] Si no tie-
nen lo elemental, lo bésico, légicamente no van a darnos respuesta ahorita
(Sara NEE, profesora que atiende alumnos con necesidades educativas es-
peciales).

Si en los primeros grados se utilizan mucho las tablas (de proporciona-
lidad), eso ayuda posteriormente a realizar otro tipo de ejercicios con los

nifios de otros ciclos (Ignacio 6).

Es posible decir que durante las sesiones los profesores aprendieron,
recordaron o aclararon algunos conceptos asociados a la proporcio-
nalidad y usaron un nuevo lenguaje para referirse a las implicacio-
nes conceptuales y didacticas del tema. También reconocieron la
importancia de trabajar el concepto en toda la educacién prima-
ria, pero con enfoques distintos, derivados de una planificacién de
laensefianza. Una evidencia de esto es que al finalizar la tercera sesion
del taller, la mitad de los docentes reconocieron como el aprendiza-
je mas relevante haberse percatado de la continuidad que mantiene
el tema de proporcionalidad a lo largo de la escuela primaria.
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La participacion de la directora del plantel y la pertinencia
de nuestra hipétesis respecto de la importancia de trabajar
en una comunidad escolar

Al inicio del trabajo, consideramos que llevar a cabo un proce-
so de formacién con todos los profesores de un plantel seria mas
provechoso que si cada uno de ellos tomara cursos de manera in-
dependiente. Un elemento que parece ser indicador favorable de
esta hipdtesis, son las participaciones de la directora, quien con sus
intervenciones, mas como lider que como alguien que estd apren-
diendo, ayudé en el avance del proyecto formativo. A continuacién
incluimos tres de sus participaciones como evidencia de su papel
en el proceso.

En la sesion inicial —recordara el lector—, la inquietud generada
en el conjunto de los profesores, al considerar que no tenian ele-
mentos suficientes para resolver los problemas planteados, parecia
generar mds tensién de la conveniente y estancar el proceso. Sin
embargo, un comentario de la directora del plantel permite que la
tensién disminuya y que el proceso avance:

Estamos sacando nuestro nerviosismo ante esto, pero es importante que
los conceptos que vertamos sean los que tenemos. Maestros: jse vale no
saber! [enfatiza fuertemente la frase]. No le tengamos miedo a no saber

algunas cosas, por eso estamos aqui.

En el comentario siguiente, realizado en otra sesién del taller, la
directora deja ver su preocupacion por la dificultad que mostraron
los profesores para comprender algunos conceptos vinculados a la
proporcionalidad, y considera que el uso del lenguaje matematico
ayudara a entenderlos. Su reflexion ante el grupo es la siguiente:

Necesitamos primero desarrollar este lenguaje matematico. Una de nues-

tras limitaciones es la formacion matemdtica que recibimos, hablo por mi,

pues no nos apropiamos de un lenguaje matemdtico. Tal vez una de las
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limitantes para comprender es esa. Lo interesante seria apropiarnos jya! de

ese lenguaje matemadtico para llegar a una mayor comprension (32 sesién).

La participacién de la directora también se orientd a animar a to-
dos los profesores a reconocer su relacidon previa con la proporcio-
nalidad, como un factor que permitird una nueva relacién con este

contenido:

Se tiene la capacidad, todos tenemos la capacidad, pero siempre falté el de-
jarnos resolver y no encuadrarnos a que ‘esto se soluciona asf’. [Esto] nos
limit6 y ahora nos cuesta trabajo, pero ya descubrimos que hay muchos
caminos para resolver un problema, pero nos cuesta trabajo procesarlo

[por nuestras experiencias e ideas previas].

CONCLUSIONES

En concordancia con nuestros supuestos iniciales, observamos que
los conocimientos con que los docentes iniciaron el proceso de for-
macioén eran escasos, desconocian los conceptos y el lenguaje que
ha generado la didéctica de las matematicas respecto de las propor-
ciones. Este conocimiento era insuficiente para poner en préctica
de manera adecuada y con flexibilidad el complejo enfoque cons-
tructivo que desde 1993 propuso la Secretaria de Educacién Publica
para ensefiar la proporcionalidad en la escuela primaria mexicana.

La resolucion de problemas, la discusion de resultados y las es-
trategias de solucion utilizadas, también conforme a nuestras pre-
visiones, motivaron a los profesores a participar activamente en el
taller, y favorecieron la ampliacién del conocimiento matematico
sobre la proporcionalidad. El proceso significé para los maestros
un arduo trabajo cognitivo a partir de los problemas planteados
y un intenso intercambio de opiniones e ideas. En el transcurso
del proceso, se incorporaron, modificaron o explicitaron algunas

nociones, por ejemplo: proporcionalidad, comparacién aditiva y
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multiplicativa, relacién escalar y relacién funcional, asi como el
lenguaje vinculado a estos conceptos. El lenguaje mostr6 ser un
instrumento importante para la interpretacion de las situaciones
de proporcionalidad y un facilitador del didlogo, pero también dej6
ver que los profesores tienen dificultades para comprender este tipo
de propuestas de ensefianza, que de suyo son bastante complejas.

En general, los docentes participantes coincidieron en senalar
que durante el taller lograron ampliar sus conocimientos sobre el
tema. Ademads lograron también otros conocimientos que nos pare-
cen fundamentales para los profesores, a saber: a) que los conceptos
matemdticos (en este caso la proporcionalidad) son complejos y
que es necesario trabajarlos a lo largo de mucho tiempo para lograr
su aprendizaje en los estudiantes; b) que un mayor conocimiento
del tema permite ensefiarlo mejor: Si lo entendemos, ponemos acti-
vidades sencillas y dgiles que faciliten la comprension (del nifio). Lo
comprendo mejor y esto me permite trabajarlo de otro modo, [pero]
necesito continuar con el aprendizaje.

No obstante los avances obtenidos, aun al final del taller se re-
solvian con mads facilidad los problemas cuya solucién era posible
utilizando relaciones escalares, lo que muestra que la proporciona-
lidad y las relaciones que implica, no son de facil comprension y
manejo ni para los docentes.

Al inicio de este trabajo nos planteamos como hipétesis la idea
de que un proceso de formacién en el que asistieran todos los pro-
fesores de una escuela serfa mds provechoso, que aquel donde los
docentes participaran de manera individual. Esta hipdtesis tiene
una validez que debe seguirse constatando; sin embargo, hay indi-
cadores que van en tal sentido: por ejemplo, la conclusién obtenida
por los docentes respecto a la relevancia de trabajar en conjunto
la planeacion del tema a lo largo de la primaria; o la participacion
de quien dirige el plantel escolar, no sélo con el fin de facilitar y
motivar a los participantes para que lo aprendido se traduzca en
acciones, sino incluso para evitar estancamientos y con ello hacer

avanzar el proceso de formacién en momentos criticos. En este
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caso, nos parecen relevantes las participaciones de la directora en
varios sentidos: el llamado a la aceptacién del “no saber”, o a reco-
nocer las limitaciones de la formacion recibida como docentes; el
énfasis en la importancia del tema abordado y en la importancia de
la accidn colectiva basada en el acuerdo y la planeacién, entre otros.

Por supuesto, el papel del director dependera de las caracteristi-
cas y virtudes de éste, no todos los directores tendran la autoridad
ni la capacidad de conminar a sus colegas a hacer un buen trabajo
académico, por lo que no es posible hacer afirmaciones generales
sobre la funcién que un director represente en un proceso de for-
macion.

Un beneficio mds general que parece reflejar el valor del trabajo
al interior de la comunidad docente constituida en una escuela, es
que el conocimiento sobre el tema se ha socializado, que la directo-
ra ha reconocido la relevancia de que los profesores estén bien pre-
parados en lo disciplinar, que se han identificado las repercusiones
del trabajo propio sobre el trabajo de los otros y la importancia de
funcionar como colectivo.

Seria deseable que, como resultado del nuevo aprendizaje ad-
quirido en la comunidad, se promovieran y realizaran acciones que
prolonguen estos aprendizajes e impacten en los aprendizajes de
los alumnos. Saber si esto ocurrié o no, es cuestiéon de una nueva
investigacion, aunque tenemos indicios de que es mas facil modi-
ficar el discurso que la accién, sea ésta individual o colectiva (ver
Gutiérrez, en proceso).
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CAPITULO VI / CHAPTERVI
TEACHERS’-MATHEMATICS-KNOWLEDGE-BUILDING
COMMUNITIES

Brent Davis

RESUMEN

El presente capitulo estd escrito desde la conviccién de que debe
haber una fuerte relacién entre el conocimiento disciplinario
delos profesores y la eficacia pedagégica. Describe el surgimiento de
comunidades de construccion de conocimiento entre docentes en
ejercicio en la medida en que analizan y re-sintetizan contenidos
de matemadticas para la ensefianza. Para enmarcar esta discusion,
me ubico en un lugar diferente de muchos comentarios actuales
sobre el conocimiento disciplinar de profesores de matematicas. En
lugar de comenzar con un enfoque centrado en las matemadticas,
adopto la perspectiva de hallazgos recientes sobre el aprendizaje.

ABSTRACT
This chapter is written from the conviction that there must be a

strong relationship between teachers’ disciplinary knowledge and
pedagogical effectiveness. I describe the emergence of knowledge-
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building communities among practicing teachers as they analyze
and re-synthesize —that is, substruct— mathematics content for
teaching. To frame this discussion, I start in a different place from
many current commentaries on teachers’ disciplinary knowledge of
mathematics. Rather than opening with a focus on mathematics, 1
look at a few recent insights into learning.

“Mathematics knowledge for teaching” is by far the most prom-
inent topic of investigation among mathematics education re-
searchers at the moment, and that shouldn’t be surprising. There
is an intuitive appeal to the suggestion that there must be a strong
relationship between teachers’ mastery of mathematics and their
effectiveness in the classroom.

Certainly this chapter is written from the conviction that there
must be a strong relationship between teachers’ disciplinary knowl-
edge and pedagogical effectiveness. Yet, as I elaborate in the second
section of this chapter, when one delves into the research, the pic-
ture is not quite as clear as one might expect.

To cut to the core of my argument, there appear to be two main
schools of thought on the matter of mathematics knowledge for
teaching. One holds that such knowledge is mostly formal and ex-
plicit, and is therefore specifiable, cataloguable, unpackable, teach-
able, and testable. The other is that such knowledge is principally
tacit, and so the work of defining, developing, and assessing math-
ematics knowledge for teaching demands much more subtle, par-
ticipatory, and time-extensive strategies.

I focus on the latter in this chapter.

HOW WE LEARN — LOGICAL VS. ANALOGICAL
There is a deep-seated assumption in modern, western thinking
that humans are logical creatures.

That’s a fair belief. No other species has demonstrated anything
close to the rational, deductive capacities of humans. However, the
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fact that our species has developed this capacity shouldn’t be taken
as evidence that we are logical. On the contrary, it appears that rela-
tively little of our thought falls into that category, and that which
does, we tend to find exhausting and difficult. Whereas machines
can be made to do it with relative ease, we humans can’t keep it up
for long and our efforts tend to be highly error prone. In contrast,
we’re stunningly adept at associative thinking —at noticing similari-
ties, construing relationships, making analogies, using metaphors,
and so on.

Unfortunately, for the most part, school mathematics emerged
in an era where the prevailing belief was in the essential logical
nature of human thought. That is perhaps the main reason that
mathematics curricula —and, for that matter, the curricula of most
subject areas in the modern school- are usually organized around
the model of the rational-deductive proof. As exemplified in Eu-
clid’s geometry, the essential idea is that one starts with the most
rudimentary parts of a system and builds in a logical, sequential
manner towards more sophisticated, defensible truths.

In terms of underlying metaphor, the form that is most often
invoked in discussions of curriculum and learning is not the de-
ductive proof but the image of building —which is part of the reason
that there is such an easy fluency in educational discussions with
such terms as basics, foundations, building blocks, construction,
scaffolding, and upward progress. A secondary image for learn-
ing in popular discussions is that of a route between two points,
by which learning is construed in terms of forward, incremental
movement along a pre-specified path. (The word curriculum is de-
rived from a Greek term meaning “path to be followed.”) Awareness
of this metaphor helps to make sense of contemporary obsessions
with forward movement, measurable progress, objective/goal set-
ting, and so on.

These metaphors are so commonly invoked that it can be dif-
ficult to recognize that they are figurative and not literal descrip-
tions of the structures of knowledge and the dynamics of learning.
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However, now that systems of knowledge can be analysed for their
networked structures, and brains can be observed in real time, it’s
clear that there are no pristine edifices under construction and no
straightforward paths to be pursued. Rather, knowledge produc-
tion and learning seem to be more about establishing ever-more
complex webs of connection —and, for the most part, these connec-
tions aren’t logical at all.

Rather, they tend to be circumstantial, accidental, and at times al-
most random. Consider one brief example: What’s an even number?

Just about anyone who has taken any math in school can offer a
quick answer to this question. However, while no doubt compati-
ble, it’s likely that a typical group of people will offer many different
answers. What’s more is that the more sophisticated one’s response
might be, the more likely that response will obscure the incredible
range of experiences and associations that made it meaningful in
the first place.

To elaborate, I posed the “What’s an even number?” question to
a Grade 3 class (8- and 9-year olds) a few years ago. Their responses
included mentions that an even number:

- mabkes pairs (i.e., can be divided evenly into sets of 2),

- splits into 2 same-size groups,

- makes two even towers,

- will be landed on if you do hops of 2 (starting at 0) on a
number line,

- can be landed on in 2 (whole-number) hops on a number
line,

- foldsin 2,

- is on the count-by-2s list,

- endsin2,4,6,8,0r0,

- can be written as a sum of 2s,

- can be subtracted to 0 by taking away 2 at a time,

- isa multiple of 2,

- is evenly divisible by 2.
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There may have been others, but these are the ones that my assis-
tant and I were able to hear. And, to be honest, I suspect there were
several we weren’t able to hear.

We’re not alone in this difficulty. It turns out this sort of concep-
tual diversity can be very hard for adults to notice. For instance, I've
posed the same question to classes of undergraduate and graduate
students and afforded them comparable thinking time as the Grade
3s, and so far none has generated a list of responses that has any-
where near the diversity of the list above. What tends to happen is
that adults gravitate to more generalized descriptions, such as “any
whole number that can be divided evenly by 2” or “All b, where
a = b/2; a and b are integers.” Then they stop.

Of course, such abstracted formulations are precisely where
mathematics gets its power, as they encompass many specific in-
stantiations into a generalized realization. At the same time, how-
ever, they can conceal the complexity of such “simple” concepts as
“even.” Indeed, when I follow up with adult learners by showing
them the Grade 3 students’ list of meanings, the most common re-
sponse is something toward, “Those are all the same thing.”

True. Sort of. Therein lies the critical issue as it relates to teach-
ers’ disciplinary knowledge of mathematics. In fact, the elements
on the list are not the same thing. In some ways, there is wild varia-
tion among them. The actions that are invoked include pairing,
splitting, folding, hopping, skipping, skip counting, adding, sub-
tracting, multiplying, and dividing. The fact that the adult knower
doesn’t immediately recognize the stunning variety that is present
is evidence of an important insight for teaching: an expert’s math-
ematical understandings might blind them to variations among
specific instantiations. That is, they might not be able to see the
differences among elements that a novice can’t see as the same.

Phrased in a very different way, because the expert has had op-
portunity to distil and integrate a broad array of experiences into
a tight abstract formulation, her or his capacity to consciously no-
tice how that formulation is manifest in specific situations has been

151



Qué, como y por qué / What, How and Why

compromised. With regard to doing mathematics, that’s probably
a good thing, as it frees up working memory to deal with ever-in-
creasing abstractions. However, with regard to teaching mathemat-
ics, it’s probably a bad thing. A teacher who can no longer recognize
the incredible diversity that lurks inside every mathematical con-
cept can rob young learners of the important processes of grap-
pling with variation to find consistency. Lacking that opportunity
to make sense of things, the learner’s recourse may be memoriza-
tion and rote application.

Or phrased in a still-different way, doing mathematics effective-
ly relies on applying definitions; learning mathematics effectively
is much more about integrating meanings. That is, learning math-
ematics is less about leaping to the finely tuned, logical statement;
it’'s more about discerning similarities and constructing associa-
tions among the many encounters one might have with a concept.

The good news is that this is not a particular random pro-
cess. Many of the associations that learners are expected to make
are fairly consistent across particular cultural or social groupings,
owing to entrenched habits of interpretation that are embedded
in the language or pervasive in the physical space. Indeed, the list
generated by the Grade 3 class illustrates this point. It would be
unsurprising to see groups of similarly-aged children from across
the English-speaking world identify the same sorts of meanings.
At the other extreme, as any experienced teacher will attest, learners
often make entirely idiosyncratic associations among concepts and
happenings.

The important point at this juncture is not the truism that hu-
mans are predisposed to making connections among their expe-
riences; nor is it that this predisposition is actually the principal
mode of human learning. Rather, the critical point for now is that
the main mechanism in abstract learning is figurative association:
metaphor, metonymy, image and similar strategies. That is, hu-
mans are mainly analogical, not logical (Lakoff & Johnson, 1999).
Briefly, then, humans are capable of logic, but that capacity seems
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to ride atop the irrepressible tendency to make connections. More-
over, when the language of rationality and deductive argument is
carefully deconstructed, “logic” itself proves to be highly analogical.
As Lakoff and Johnson illustrate, conceptions of what it means to
be logical, deductive, and rational are thoroughly anchored to figu-
rative notions of containment and linear motion.

To be sure, logical thought is much more than a simple figura-
tive device. It is a powerful conceptual extension of a biological pre-
disposition. It transcends inborn capacities, it doesn’t piggy back
on them. Logical thought, then, should not be construed as some
sort of secondary or subsidiary function. It is an extraordinary
achievement and a goal of mathematics education.

However, it’s not the starting place. When it comes to learning
and teaching mathematics, the centuries-old habit of organizing
schooling experience around the assumption of a core logical na-
ture is highly troublesome. Somehow, events to support mathemat-
ics learning must be structured in ways that recognize humans’
penchant for analogical thought at the same time as they capitalize
on humans’ potential for logical thought. As mentioned at the start
of this chapter, this insight is starting to be taken up with greater
vigour among researchers who investigate teachers’ disciplinary
knowledge of mathematics. However, as I illustrate in the next sec-
tion, it has been a slow realization, and one that is not yet main-

stream.

A BRIEF HISTORY OF RESEARCH INTO TEACHERS’ MATHEMATICS
KNOWLEDGE

In particular, since the 1970s, investigations of the relationship be-
tween teachers’ formal knowledge of mathematics and their stu-
dents’ learning have repeatedly reaffirmed an early finding by Begle
(1979): there is little correlation between the mathematics courses
that teachers take and the performance of their students on stan-
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dardized tests. This result is, of course, troubling, given that most
teacher education programs require candidates to complete several
courses in areas of disciplinary specialization.

Why is there a lack of correlation? Widely endorsed answers to
this question began to emerge in the 1990s as researchers noted that
stock courses in mathematics are focused on completed results
that often hide the messiness and complications that led to their
production. In contrast, teaching in primary school entails strug-
gling with that messiness and working through the complications as
students produce novel mathematical insights. Since teachers must
regularly employ associative reasoning as they grapple with the im-
ages, analogies, logical connections, and other associations that tend
to be buried inside finalized formulations, their knowledge is neces-
sarily different from research mathematicians’ knowledge. As Ball
and Bass (2003) characterized the difference, whereas it is the re-
search mathematician’s task to pack insights into tight formulations
(theorems, formulas, etc.), it is the teacher’s task to unpack. Apply-
ing Shulman’s (1986) notion of “pedagogical content knowledge” to
mathematics, the suggestion is that a specific type of professional
knowledge is involved here, as Baumert et al. (2010) summed up in
a recent review of the research in the area:

Findings show that [teachers’ content knowledge of mathematics] re-
mains inert in the classroom unless accompanied by a rich repertoire of
mathematical knowledge and skills relating directly to the curriculum, in-

struction, and student learning. (p. 139, emphasis added)

Despite widespread agreement on this point, there is a decided lack
of consensus around the nature of teachers’ “inert” mathematical
content knowledge and how it might be activated. A large number
of formal investigations have focused on explicit manifestations of
disciplinary knowledge —that is, the sorts of insights that can be
assessed directly through observation, interviews, or written tests.
Such explicit knowledge is typically deemed to be teachable.
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Other researchers have suggested that the most important
knowledge for teaching tends to be enacted and tacit, and so it is
neither easily identified nor readily measured. Some of these inves-
tigators have emphasized the networks of association that underlie
the conceptual fluency of expert teachers. As has been established
in other domains (see Ericsson et al., 2006), expert performance is
enabled by well-established and automatized (i.e., not necessarily
accessible to consciousness) webs of association, from which the
expert effortlessly “selects” an interpretation, scenario, or cluster of
actions that is likely to best fit unfamiliar situations. Experts are
typically unable to explain or justify their choices when asked about
them; they simply recognize their interpretations or actions as ap-
propriate. I believe that teachers’ content knowledge of mathemat-
ics manifests largely in this way —and, if this belief is justified, there
are significant implications for how mathematical knowledge for
teaching is studied, assessed, and developed.

I use Ma’s (1999) notion of “profound understanding of funda-
mental mathematics” as the backdrop of this discussion. However,
while I resonate with her interpretation of the word profound, I am
less comfortable with the adjective fundamental. Specifically,
I propose that characterizing teachers’ disciplinary expertise as
“foundational, primary, and elementary” —terms which suggest a
closed set of insights and understandings that might be catalogued
and assessed— may be antithetical to the project of researching the
complexity of teachers’ knowledge. As an alternative, I develop
the notion of “profound understanding of emergent mathematics”
(Davis, 2011; Davis & Renert, 2014). I argue that the knowledge
needed by teachers is not simply a clear-cut and well-connected
set of basics, but a sophisticated and largely enactive mix of vari-
ous associations/instantiations of mathematical concepts and an
awareness of the complex processes through which mathematics
is produced. I use the term emergent to flag the adaptive, evolv-
ing, coherent-but-never-fixed character of teachers’ disciplinary
knowledge.
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The distinction between fundamental and emergent is not a
subtle one. The former is lodged in a web of construction meta-
phors, and bespeaks fixedness, stability, and constancy. I argue that
the image is not only inappropriate; it is counterproductive. Teach-
ers’ disciplinary knowledge of mathematics is vast, intricate, and
evolving. Rather than thinking in terms of a discrete body of foun-
dational knowledge held by individuals, it may be more productive
to view it as a flexible, vibrant category of living knowledge that is
distributed across a body of professionals.

Instead, then, of casting teachers’ mathematics as a stable col-
lection of facts that must be mastered, I prefer to think of it as a
learnable disposition. To develop what I mean by this, I proceed
with a discussion of “concept study” which refers to a collection of
strategies developed by teachers of the past 15 years to interrogate
and extend their mathematical understandings.

CONCEPT STUDY

A concept study is a participatory, collaborative structure for teach-
ers to engage with one another in the examination and elaboration
of mathematical understandings. The phrase concept study com-
bines elements of two prominent notions in contemporary math-
ematics education research: concept analysis and lesson study.

Concept analysis, which was well represented in mathematics
education research from the 1960s to the 1980s, focuses on expli-
cating logical structures and figurative associations that inhere in
mathematical concepts. As Usiskin and colleagues (2003) described
it, concept analysis

...involves tracing the origins and applications of a concept, looking at
the different ways in which it appears both within and outside mathemat-
ics, and examining the various representations and definitions used to de-

scribe it and their consequences. (p. 1)
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Usiskin et al. extended their description to include ways of rep-
resenting ideas to learners, alternative definitions and their im-
plications, histories and evolutions of concepts, applications, and
learners’ interpretations of what they are learning. Concept study
has very much the same sorts of foci. However, unlike concept anal-
ysis (which has typically been undertaken by researchers and subse-
quently published as textbooks and resource materials for teachers),
concept study involves classroom practitioners in the work.

That is where and how the focus on concept analysis is blended
with the collaborative structures of lesson study:

Working in a small group, teachers collaborate with one another, meeting to
discuss learning goals, to plan an actual classroom lesson (called a ‘research
lesson’), to observe how it works in practice, and then to revise and report
on the results so that other teachers can benefit from it. (Wikipedia, “Lesson

Study,” retrieved 2013 January 14.)

Unlike lesson studies, concept studies are not concerned with craft-
ing classroom activities or learning tasks. However, like lesson
studies, concept studies are oriented toward new pedagogical possi-
bilities through participatory, collective, and ongoing engagements.

Further, and breaking with the popular focus on “unpacking”
in contemporary research into teachers’ disciplinary knowledge of
mathematics, concept studies move well beyond taking concepts
apart. While some of the activities that cross-grade groups of teach-
ers undertake do resemble unpacking (e.g., identifying metaphors,
analogies, and images that teachers use to render concepts mean-
ingful), the products of such activities serve as gateways to more
constructive engagements which can quickly lead to reworkings of
the concepts at hand. I refer to this process as substructing.

The word substructing is derived from the Latin sub-, “un-
der, from below” and struere, “pile, assembled” (which is the root
of strew and construe, in addition to structure and construct). To
substruct is to build beneath something. In industry, substruct-
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ing refers to reconstructing a building without demolishing it and,
ideally, without interrupting its use. Likewise, in concept studies,
teachers rework mathematical concepts, sometimes radically, while
using them almost without interruption in their teaching.

Unlike “unpacking,” the term “substructing” is both reductive
and productive. It is reductive in that it starts by re-collecting and
re-membering experiential, linguistic, and other elements that in-
fuse the meanings of concepts. It is productive as it compels new
integrative structures and novel interpretations, which in turn be-
come the raw materials for further substructing.

Through many, many concept studies that have involved a total
of more than 200 practicing teachers, a set of strategies has emerged
to enable concept study. I organize them into five emphases —mean-
ings, landscapes, entailments, blends, and pedagogical problem
solving. Importantly, these emphases are not steps and they are not
intended as prescriptions. They are simply tools invented by teach-
ers working together to substruct their mathematics.

Emphasis 1: Meanings

The term meanings is used to collect all manner of associations that
a learner might draw on and connect in efforts to make sense of
a mathematical construct. During the meanings emphasis in con-
cept study, participants typically generate lists of instantiations for
a concept that look something like the list of meanings of “even”
generated by the Grade 3 class. Among many possible elements,

meanings might draw on:

- Actions (e.g., a group has an even number of members if
they can be paired off)

- Images (e.g., the number of items in a linear arrangement of
discrete objects is even if a line can be drawn in the middle
that results in the same number on both sides)
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- Formal definitions (e.g., an even number is a whole number
that, when divided by 2, has no remainder)

This list can be extended, depending on the type of concept under
examination. (For example, other categories of meaning include
gestures, metaphors, and algorithms.) To be clear, the assertion and
assumption here is not that any particular meaning is right, wrong,
superior, inferior, adequate, or insufficient. It is that personal un-
derstanding of a mathematical concept is an emergent form, arising
in the weaving of such experiential and conceptual elements.

The process of collectively identifying meanings is neither lin-
ear nor obvious. Each knower holds and utilizes a personal set of
meanings. Some of these are common to all participants, while oth-
ers are idiosyncratic or shared by only a few. Moreover, meanings
are not fixed; they evolve through the process of learning. Not only
do they become more numerous, some earlier ones are discarded
or expanded when new interpretations arise. Well-rehearsed mean-
ings (e.g., “a function is a relationship”) can be so well practiced
that they may eclipse other interpretive possibilities.

To circumvent the tendency to go directly to well-rehearsed
meanings, concept study sessions are typically framed as invitations
to explore how a concept such as even/odd is introduced, taken up,
applied, and/or elaborated at different grade levels. This strategy
also helps to sidestep the temptation to leap straight for the prac-
ticed definition.

Emphasis 2: Landscapes

There are dramatic differences of conceptual worth among varied
meanings. Some can reach across most contexts in which a learner
might encounter a concept; others are situation-specific or even
perhaps learner-specific. This realization compelled a “landscapes”
strategy, to organize and contrast assembled lists of meanings.
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Briefly, a landscape is a macro-level view, whereas a meaning is a
micro-level view, of a concept. For example, if I were to undertake
to craft a landscape of the concept of “even,” I would probably plot
out a conceptual flow from interpretations that are mainly enactive
(i.e., rooted in pairing, splitting, hopping, etc.), to interpretations
that are more iconic (e.g., two even towers), to interpretations that
are mainly symbolic (e.g., “a whole number that divides evenly by
two”), to a formal and mathematically accepted definition (i.e., “All
b, where a = b/2; a and b are integers”).

Most often, landscapes are created in grid-like formats by iden-
tifying two dimensions. Different criteria can be used to organize
information, and “grade level” has been by far the most common
dimension among teacher groups and across concepts. Others
might include type of meaning (i.e., formal definition, metaphor,
etc.), branches of mathematics linked to the meaning (e.g., arith-
metic, algebra, geometry), processes versus objects, and so on.

With such ranges of possibility, landscapes tend to be very de-
tailed and complex (see Davis & Renert, 2014, for other examples).
The key point is that the purpose of a landscape is to afford senses
of connection and trajectory —not in the least so that all partici-
pants, across grade levels, can see clearly how they contribute to the
emergence of a concept.

Emphasis 3: Entailments

As already mentioned, every meaning of a concept carries a set of
implications. The intention of this emphasis is to examine the en-
tailments of different realizations to related concepts (e.g., How is
the concept of “even” first introduced? Which operations are asso-
ciated with the concept of “even”? Where does the concept appear
in more advanced topics? etc.). In the process of exploring entail-
ments, participants are forced to consider the concept afresh and
not only in well-rehearsed, practiced ways.
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The principal device used within this emphasis is a grid that was
invented by a group of teachers who were struggling to understand
why 1 is a prime number (Davis, 2008). As illustrated in the chart be-
low, an “entailments chart” comprises a list of realizations in the first
column, with as many additional columns as desired to record the
usually uninterrogated implications of those meanings. I've restrict-
ed myself to just a few meanings of even (column 1) and two associ-
ated concerns (row 1) —he meaning of “odd”, and what the particular
meaning might have to say about the evenness of 0— but these charts
tend to be much, much larger as other meanings and topics are con-
sidered. (See Davis & Renert, 2014, for several examples.)

If an “even number” is ... | ... then an “odd number” is ... Is 0 even?

A group that can be put A group that has one left over | Question doesn’t make

into pairs with none left when divided into pairs sense. How can you pair
over things up when you don’t
have any?

A number that you land on | A number that you hop over | No. By this meaning, the
when you do hops of 2 on | when you do hops of 2 on a first even number must

a number line, starting at 0. | number line. be 2.

A number that divides A number that leaves a Depends on whether “0 +

evenly by 2. remainder of | when dividing |2” is a sensible operation
by 2. for you (and it isn’t for

many Grade 3s)

A whole number that ends | A whole number that ends in | Yes.
in2,4,6,8,0or 0. 1,3,5,7,0r9.

Importantly, the purpose of these charts is not to explore the math-
ematical voracity of each instantiation. It is to look for places and
reasons where common sense might trip one up. For instance, the
activity of starting at zero and hopping by 2s along a number line
to identify the evens is extremely common. Yet, as a teacher I've wit-
nessed again and again how this instantiation can prompt learners
to think that 0 is not an even number. The teacher who elects to use it
must thus be prepared with other instantiations that can be used to
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support or challenge the conclusions that might be drawn. Such
is the messiness of teaching.

Across concept studies, a major consequence of examining en-
tailments has been surprise and confusion over the inconsistencies
and occasional contradictions that arise among different meanings.
The final column of the chart above represents an explicit attempt
to capture some of these tensions and disconnects. And it served as
the focus of a protracted conversation on whether a few meanings
in particular should be introduced at all.

Emphasis 4: Blends

The three emphases described so far are focused mainly on making
fine-grained distinctions among realizations and their entailments.
Not surprisingly, many teachers voice some frustrations as shared
work unfolds. Concepts such as “even,” after all, are mathematically
coherent, not assemblages of images and implications.

The blends emphasis is about seeking out (or crafting) meta-
level coherences by exploring the deep connections among iden-
tified meanings and/or assembling those meanings into a more
encompassing interpretation —which, of course, might introduce
emergent meanings in the never-ending cycle of sense making.

This emphasis draws on research into conceptual blends (e.g.,
Fauconnier & Turner, 1998) which analyzes how metarepresenta-
tions arise when learners blend meanings into more encompass-
ing, further reaching constructs. Subprocesses of blending include
inventing and designing new representations, comparing and cri-
tiquing them, applying and explaining them, and learning new rep-
resentations. In the first concept studies in which I was involved,
blends tended to arise spontaneously (Davis, 2008; Davis & Simmt,
2006). Those experiences prompted the desire to be more systemat-
ic, in the hope that teachers would leave concept studies with power-
ful, coherent understandings of the concepts they were substructing.

162



Teachers’-mathematics-knowledge-building communities

There’s really no universal strategy for undertaking a blend.
However, vital elements include categorization and distillation of
meaning (i.e., looking for the BIG ideas —such as the three principal
interpretations of function identified by the teachers). Collective
process is also critical. Plain and simply, teachers need to be pre-
pared to disagree and to argue their points and to work through
tensions in the interests of their students.

Regarding the example of “even” that I've been using so far in
this chapter, I have never worked with a group of teachers to ex-
amine possibilities for blends that might be appropriate at different
grades. I did, however, take up the question with the Grade 3s, and
the emergent consensus was that a “matching towers” instantiation
seemed to embody all of the other of their interpretations in one
way or another. That is, learners could find connections between
matching towers and notions of pairing (i.e., a one-to-one match-
ing for each layer of the tower), splitting in two (i.e., the two tow-
ers), folding in two, and so on.

In concept studies with practicing teachers, of course, the blends
tend to be much more sophisticated. (See Davis & Renert, 2014, for
several examples.)

Emphasis 5: Pedagogical Problem Solving

The emphasis of pedagogical problem solving returns teachers to
the original emphasis of teaching. It revolves around the questions
and quandaries that both capture students’ imaginations and stop
them in their tracks. Familiar examples include:

- Is o a number?

- What does it mean to divide by zero?

- What's the difference between undefined, indeterminate, and
infinite?
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Indeed, the question, “Is 0 even?” falls into this category. To the ex-
perienced mathematics knower, these questions might seem trivial,
with established and unambiguous responses. Such is not usually
the case for novices, as most experienced teachers will attest. As
part of a concept study, the intention is to provide a space for par-
ticipants to bring their diverse areas of conceptual expertise to bear
on the sorts of questions that can both captivate and stall groups
of learners. They are also intended as opportunities to explore the
deep and extensive “root systems” of mathematical concepts.

To explain, the three questions noted above turn out to be in-
timately linked. As detailed elsewhere (Davis & Renert, 2014), ful-
some responses to any of these questions will inevitably compel
examination of the others. Moreover, matters of number, opera-
tion, and function must be engaged in order to appreciate the re-
sponses.

WHY SHOULD WE CARE?

In addition to its vastness, its complexity and its distributed char-
acter, a quality of teachers’ disciplinary knowledge of mathemat-
ics that is made particularly manifest through concept study is its
volatility. Plain and simply, on both individual and collective levels,
it is a moving form.

It is for this reason that I prefer to think of this category of ex-
pertise in terms of learnable disposition in addition to a domain of
knowledge. I thus close with a few comments on how I understand
the relationship between mathematics and mathematics for teach-
ing. The simultaneous foci of concept study are (1) the “explicitifi-
cation” of current mathematics knowledge, and (2) the creation of
new possibilities for mathematics teaching that are rooted in more
nuanced understandings and elaborations of extant mathematics.
The goal is not to create new formal mathematics, a task that would
require very different validation criteria. The essential questions for
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us do not revolve around the ontological status of mathematical
concepts or around teachers’ production of new mathematics.

As a research community, mathematics educators are still far
from making definitive claims about the relationships between
teachers’ profound understandings of mathematics and their stu-
dents’ mathematical understandings. My suspicion is that efforts to
address this vexing quandary will require more fine-grained analy-
ses than large-scale assessments, in large part because many of the
most important aspects of teachers’ knowledge are simply unavail-
able for explicit and immediate assessment. They are tacit and can
only emerge through participation in collective explorations, such
as concept studies.
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CAPITULOVII / CHAPTERVII
SHIFTING MATHEMATICAL COMPETENCIES TO DEVELOP
SPATIAL REASONING

Krista Francis, Steven Khan y Brent Davis

RESUMEN

La participacién en sociedades de conocimiento y disciplinas de
CTIM (Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas) requiere
fuertes habilidades de razonamiento espacial. Cambiar el enfoque
de la ensenanza del desarrollo de competencias matemdticas al
desarrollo del razonamiento espacial es crucial para que los estu-
diantes comprendan, interpreten y creen representaciones de in-
formacién compleja. Sin embargo, con frecuencia el razonamiento
espacial no se ensefa explicitamente en las clases de matematicas y
no se incluye en los programas de estudios estatales. Si el razona-
miento espacial fuera parte de un nuevo programa de estudios de
matemadticas, ;qué deberia incluirse? La falta de la ensefianza ex-
plicita y de programas estandarizados sobre razonamiento espacial
nos estimuld para la concepcién de un programa de estudios. En
este capitulo, se expone la complejidad de los resultados de la im-
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plementacién de este programa a propoésito de una actividad de
construccién de un robot por una nina de 9 afios.

ABSTRACT

Participation in learning societies and STEM (Science, Technology,
Engineering and Mathematics) disciplines requires strong spatial
reasoning skills. Shifting teachers’ focus from mathematical com-
petencies to developing spatial reasoning is crucial for students to
understand, interpret and create representations of complex infor-
mation. Yet, spatial reasoning is frequently not explicitly taught in
mathematics classrooms, nor is it included in Canadian provincial
standard curricula. If spatial reasoning was part of a new mathemat-
ics curriculum, what should be included? A lack of explicit teach-
ing and standardized curriculum of spatial reasoning prompted the
conception of an imagined curriculum. In this chapter, we illustrate
the complexity of these imagined curriculum outcomes in the con-
text of a child, aged 9, building a robot.

INTRODUCTION

Scientific research and complex research infrastructures for sharing
and generating knowledge are key characteristics of learning societ-
ies (see UNESCO, 2005). Meaningful participation in such societies
requires mastery of innovations in technology and technological
infrastructure, which in turn requires large numbers of engineers
and technicians (UNESCO, 2005). The demand for engineers is in-
creasing yet fewer students are choosing STEM disciplines for their
careers (UNESCO, 2005). In a literature review of Canada’s STEM
labour market, Mishagina (2012) argues that there are growing
concerns that the nation is not producing enough scientists and
engineers compared to other OECD countries, with Canadian en-
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rolment rates in post-secondary natural science and mathemat-
ics declining (Mishagina, 2012). Strengthening STEM education is
considered vital to encouraging future generations to pursue STEM
disciplines.

Strong spatial reasoning skills are required to understand, inter-
pret and create representations of complex information. The un-
precedented progress of information technology has transformed
how we access information and communicate with each other,
and has shifted patterns of production, consumption and access
to knowledge. Information technologies are increasingly becoming
more spatial with graphical gestural-based interfaces. For instance,
early personal computer operating systems like MS DOS provid-
ed a text-based user interface, with the Xerox Altos being the first
system to develop the modern graphical user interface (Lineback,
2013). Today’s operating systems, like Apple’s OS X, provide graph-
ical user interfaces, and technology companies like Google and
Apple are purchasing companies that specialize in gestural-based
interfaces. While the text-based interfaces of the past relied heav-
ily on the alphanumeric, touchscreen interfaces invite haptic forms
of expression that are much closer to the spatial domain than the
language-based one.

Spatial reasoning skills' are indicators of attainment and achieve-
ment in STEM disciplines; STEM professionals often have superior
spatial reasoning skills (Benbow, 2012). Spatial reasoning is also a
predictor of academic achievement in STEM disciplines (Benbow,
2012; Clements & Sarama, 2011; Stumpf & Haldimann, 1997) and
beyond (Rohde & Thompson, 2007). Spatial reasoning is integral to
the ability to solve problems in mathematics, science, architecture,
art and general contexts (Uttal et al., 2013). Geometry and other
mathematical topics require spatial reasoning competence (Cle-
ments & Sarama, 2011).

! We define spatial reasoning skills later in this paper.
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Malleability of spatial reasoning

Spatial reasoning is not a fixed skill. It can be developed with train-
ing in adults (Newcombe, Uttal, & Sauter, 2013; Sorby, 2009; Ut-
tal et al., 2013) and children (Clements & Sarama, 2011; Ehrlich,
Levine, & Goldin-Meadow, 2006; Grissmer, Grimm, Aiyer, Murrah,
& Steele, 2010; Newcombe, Uttal, & Sauter, 2013). Conversely, de-
spite daily mathematics teaching and learning in the early years,
spatial reasoning can also atrophy over time. Lehrer et al. (1998)
found that despite daily mathematical instruction, over time chil-
dren (Grades 3-5) were less likely to notice attributes of contrasting
forms. Not only did the instructional practices not promote con-
ceptual change, but children’s spatial reasoning worsened.

Mathematical competencies

Defining spatial reasoning is not easy. Much debate exists within
and between communities of researchers on the precise definitions
and subdivisions of spatial abilities, spatial cognition, and their re-
lationship to visualization, to experiences with problem solving in
spatial contexts, and to the curricular form of geometry. Generally,
definitions of spatial reasoning skills* include visualizing (imagin-
ing putting together) and mental rotation (imagining how two-
dimensional and three-dimensional objects appear when rotated)
(Casey, Erkut, Ceder, & Young, 2008; Linn & Petersen, 1985); locat-
ing and recognizing objects and their paths of motion (Newcombe,
2010); and being able to infer information about three dimensional
objects with limited information (Barnett, 2013).

Broadly speaking, spatial reasoning skills include symmetrising,
balancing, locating, orienting, decomposing/recomposing, shifting

2 We are grateful for Tepylo’s (2013) literature review for pointing us to these
sources of definitions.
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dimension, diagramming, navigating, comparing, scaling, feeling,
visualizing, transformations and continuity/connectedness (Bruce
etal., 2013).

Spatial reasoning teaching and curriculum

The link to mathematics and spatial reasoning has been well es-
tablished in the psychological literature (Mix & Cheng, 2012), yet
deliberate and explicit teaching of spatial reasoning in education
is sparse (Newcombe, 2010). Statistically, educators have lower
spatial reasoning skills than STEM professionals (Wai, Lubinski, &
Benbow, 2009). Of note, the Alberta Program of Studies (Alberta
Education, 2007) specifies few (if any) outcomes related to spatial
reasoning. For example, the only two Grade 5 Shape and Space
Specific outcomes explicitly related to spatial reasoning are: “Iden-
tify and describe a single transformation, including a translation,
rotation and reflection of 2-D shapes”; and “Perform, concretely,
a single transformation (translation, rotation or reflection) of a
2-D shape, and draw the image” (2007, p. 48). In Grade 4, the only
explicit outcome related to spatial reasoning is “[d]emonstrate an
understanding of line symmetry by: identifying symmetrical 2-D
shapes; creating symmetrical 2-D shapes; and drawing one or more
lines of symmetry in a 2-D shape” (2007, p. 48). These outcomes
do not specify the particular forms that would support developing
geoemetric and spatial understandings. As a result, these specific
outcomes are often taken up in the classroom in superficial ways.
Given its malleability, and the importance of spatial reasoning
to academic success in STEM disciplines, it is surprising that very
little spatial reasoning is included in curricula across Canadian
provinces, with only a cursory amount of geometry in a form that
is both restricted and dated. We argue that if evidence for spatial
reasoning is not specified in the curriculum, it is not likely to be
explicitly taught or measured as an area of concern for teachers.
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Imagining a new curriculum is challenging. Most of what we
know of spatial reasoning has come from psychology (see Casey,
Dearing, Vasilyeva, Ganley, & Tine, 2011; Kayhan, 2005; Levine,
Huttenlocher, Taylor, & Langrock, 1999), so the tendency might
be to draw upon psychology for conceptualizing teaching spatial
reasoning. However, psychological measures of spatial reasoning
are not particularly useful in education because they (1) decon-
textualize the complexity of spatial reasoning, (2) tend to reduce
spatial reasoning to visualization, and (3) do not take into account
the types of spatial reasoning relevant to mathematical activity. For
instance, Kayhan’s (2005) rotation test below requires selecting the
shapes that can only be found by rotating the top shape. In this
measure, the object and possible rotations are two-dimensional.

=\ =7 WS (L

Figure 1. Kayhan’s (2005) Rotation Test.

While useful for diagnostic testing and measurement, it is ill-suited
for educational purposes. Isolating and developing two-dimension-
al rotation skills will not necessarily develop three-dimensional ro-
tation skills. Mathematically, rotations are a component of a larger
geometric concept called transformations, which include transla-
tions, sheers, rotations/turns, reflections/flips, slides, dilations and
contractions.

When psychological measures of mathematical skills are imple-
mented in classrooms, the resulting classroom tasks often fragment
and isolate the skill and measures become teaching practice (e.g.
mad minutes). In contrast, an educational task is both a diagnostic
and developmental tool, where assessment of the child’s engage-
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ment in the task can provide insights into her or his understand-
ing. Additionally, working with, struggling and succeeding in the
task provides opportunities for developing skills. Building and
programming robots provided such a task where we could both
diagnose a child’s spatial reasoning skills and the child could fur-
ther develop them. We drew upon our observations of children’s
spatial reasoning to create possible curriculum outcomes. In the
next section we describe Eric’s engagement with building robots,
which provides contextualization as an example before discussing

our imagined curriculum.

Observations of Eric

Eric, a Grade 4 student at a local elementary school, participated
in the IOSTEM robotics camp where he designed, built, and pro-
gramed Lego Mindstorms™ Robots. This short (2:30 minutes)
video recording of Eric occurred on the first day of the camp as he
built the robot as instructed in the Lego manual. As Eric built this
first robot, many of Bruce et al’s (2013) list of spatial reasoning
skills were observed almost simultaneously, with each step of the
construction process demanding the utilization of several spatial
skills. In the 2:28 minute long clip Eric completes Step 8-9 of the
Lego manual’s robot building instructions (see http://www.ucal-
gary.ca/IOSTEM/media/64).

STEP 8

The clip begins when Eric is on Step 8 of the instruction booklet.
Step 8 required attaching the second motor to the chassis built on
the first. The process of adding the motor required continual back
and forth movement between the two-dimensional representation
and the three dimensional object.
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Eric first began Step 8 by selecting the three-dimensional pieces
needed. The process required recognizing the two-dimensional
representation as referencing the three-dimensional (continuity/
connectedness), finding and selecting the pieces from the large as-
sortment of objects in the orange container (locating) and assem-
bling the pieces (orienting). Both a two-dimensional representation
and the three-dimensional objects needed for Step 8 are circled in
Figure 2 below. The required items diagrammed in the blue box of
the instruction booklet are not to scale, although there is an exact
scale diagram of the rod immediately adjacent to the circled blue
box. Finding the right objects requires comparing the objects to the
representation (comparing/scaling). Eric aligned the objects per-
pendicular to the diagram (orienting). At first glance, one might
consider that this was not deliberate. However, Eric repeatedly ori-
ented the object he was working with in the same alignment as, or
perpendicular to, the diagram. The robot chassis with the first mo-
tor was centered between two representations on the booklet and
aligned perpendicular (almost mirrored) to both. Notice that Eric
was holding the motor perpendicular to the images represented on
the two-dimensional instruction booklet. The orientation of the
robot and materials complemented Eric’s ability to move between
two and three dimensions.

Figure 2. Step 8.
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Next, Eric assembled the pieces. For each piece, he located the
proper insertion points by translating the two-dimensional image
to the three-dimensional object (navigating). This was a cyclical
and repetitive process. Eric proclaimed, “This is really easy.” After
he inserted each black connecting piece with his right hand, his left
thumb gently tapped the top of the piece as if to confirm the place-
ment (somatic sensing)

Each time one of the rods was inserted into another piece, Eric
made sure that there were equal proportions on each side of the in-
sertion. He balanced the length of the rod at the insertion keeping
symmetry of the composition (balance/symmetry). As Eric moved
between the instructional booklet and the emerging robot, he con-
stantly compared shapes and sizes (comparing).

STEP 9

Step 9 required that Eric attach an L-shape to the emerging robot
chassis. The shape of the Lego permits a direct comparison to a
rotation measure from psychology.

Transformations

In the video (see http://www.ucalgary.ca/IOSTEM/media/64), Eric
struggled with transformations, including rotation, to attach an L-
shaped piece to the robot he was building.

Eric began Step 9 by finding the L-shape represented in the
booklet. In the image below, the L-shape is circled in two two-di-
mensional representations and the actual three-dimensional ob-
ject. The two-dimensional shape was not to scale (comparison).
There was little hesitation as he picked the L-shape amongst the
others in a different orientation than the two-dimensional image
(navigation: locating). Next, he inserted the black connector in to

175



Qué, como y por qué / What, How and Why

the first whole of the L-shape (navigation: orienting, decomposing/

recomposing).

Figure 3. Step 9.

To attach the L-shape to the robot, he aligned the robot to the same
orientation as the instruction booklet (navigating: orienting). He ap-
peared unsure how to attach the L-shape to the robot, and incorrect-
ly attempted to attach L-shape to the right lower bar. He compared
back and forth between the booklet and the emerging robot chas-
sis. He rotated the L-shape vertically, then horizontally (transfor-
mations) and tentatively started to attach the L-shape to the robot.
Then, he rotated the top rod with the other L shape. He tried an-
other strategy of moving the top rod down to attach the left L shape
to thelower. After successfully attaching the lower and upper rods with
the already semi attached L-shape on the left-side, he rotated the right
L-shape until it was in the right orientation and successfully attached
it (navigating: orienting, decomposing/recomposing, comparing).
In this exchange of moving between the two-dimensional rep-
resentation and three-dimensional object, Eric was scaling, orient-
ing, rotating, translating, composing shape, comparing, feeling and

visualizing.
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As indicated above, we consider an educational task as having
both diagnostic and developmental functions. The task which en-
gages Eric and in which Eric engages (presented above) provides
such opportunities. The video clip permits us to diagnose Eric’s
ability to rotate and locate. We observe him struggling to attach the
L-shape to the right side of the robot. Unlike a strictly diagnostic
task, Eric was able, through trial and error of different strategies in
a short space of time, to successfully attach the L-shape and thus
further develop his skills.

In the next section we elaborate upon observations of children’s
spatial reasoning, such as the one presented of Eric, to create pos-
sible spatial reasoning outcomes.

Imagining a curriculum

After our first morning of helping the children build, design and
program a robot to dance, the teachers and researchers set out to
map our observations to the Alberta Program of Studies (Alberta
Education, 2007). The robotics tasks aligned beautifully with the
front matter: communication, connections, problems solving,
reasoning, technology, and visualization. The studio-like environ-
ment provided lots of opportunities for communicating informally.
When students had difficulty, they talked amongst themselves for
new solution strategies. The children were also able to articulate
their thought processes when prompted by teachers and research-
ers. The final competition provided opportunities for the children
to present their mathematical ideas. Programming robots connect-
ed mathematical ideas, like angles and rotations, to make the robot
move in specific ways. Designing, building and programming a ro-
bot was a problem-solving activity on many levels. Students found
their own strategies for completing the task. The problem-solving
was multi-layered, engaging, and the children built new under-
standings of building robots.
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For instance, the children used reasoning in order to explore,
record results, analyze observations, make and test generalizations.
As part of the task, the children had the option to sample up to six
different water sources located on a fabricated outer space land-
scape’. In sampling another water source, reasoning was required
to program the robot to reverse, turn 90° or 180 °, and move for-
ward again. The process of building and programming required the
use of technology and visualization.

However, we stumbled when we tried to find specific outcomes
that aligned with what we saw. There was nothing in number, pat-
tern, space and shape, or statistics and probability. How could all
the described mathematical process be present, yet not align — at
all — with the outcomes in the curriculum?

We expected alignment in the General Outcome Space and
Shape, which seemed like a natural fit for spatial reasoning. Oddly,
very little aligned with our observations. The Space and Shape out-
comes for Grades 4 and 5 specified reading time or sorting objects,
or measuring lengths, area and volumes of regular and irregular
shapes. Statistics and probability did not align because the process
of building a robot did not require collecting and analyzing data.
With a little stretching, the tasks could be aligned with the Transfor-
mation outcomes of demonstrating understandings of symmetry,
translation, rotation and reflection.

In attempting to envision spatial reasoning for educational set-
tings, we used the list from Bruce et al. (2013) as a starting point
for focusing the observations. Bruce et al. (2013) did not include
moving between two-dimensions and three-dimensions as a skill.
We added this to the specific outcomes due to the repeated appear-
ance of this skill in incidents similar to that observed with Eric. We
classified and provided descriptions of specific outcomes for spatial
reasoning (see image below). In the next section, we list and describe
imagined outcomes to address spatial reasoning in the curriculum.

> We are grateful to Michael Poscente, an engineer and competitive robotics enthu-
siast who designed and fabricated the landscape.
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Imagined Spatial

Reasoning Curriculum

SHIFTING
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BALANCE/

Moving between 2-D
and 3-D
representations
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Understand the

SYMMETRY

connection of symmetry
and balance

TRANSFORMATIONS

NAVIGATING

COMPARING

i

1)

Translations, rotations,
shear, reflections,
dilations, and
contractions

LOCATING: elaborate
strategies to use static
location through
dynamic modelling

ORIENTING: Being
able to locate position
and move using both
relative and absolute
L references, |

Size, movement,
»| location, measurement,

DECOMPOSING/
RECOMPOSING

Somatic Sensing

and function

Purposeful
recomposing, a more
meaningful and
dynamic design as a
result of the previous
decomposing exposure

Acomplement to
visualizing. Itis tactile

»|  awareness of the
world. Feel your way
through the problem.

3-D brings in:
Mass
Motion brought in by time
Gravity (represented in both)

How can the
Program of Studies
extend to include
three dimensions
and time?

Figure 4: Imagined Spatial Reasoning Curriculum for Mathematics.

Shifting Dimensions

Demonstrating the moving from and between two-dimensional and

three-dimensional shapes with flexibility and fluidity. The two-di-

mensional representation was the model in the Lego Instructional

booklet where each piece, and the stages of construction, were il-
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lustrated graphically in the booklet. The three-dimensional rep-
resentation was the robot at various stages of construction. One
indicator of shifting dimensions was the ability to move between
the two-dimensional and three-dimensional representations, and
keep them consistent as the robot progressed. Another indicator
was using a concept map to detail particular elements of the think-
ing of the design or the movement.

Balance/Symmetry

Demonstrating an understanding of the connection of symmetry
and balance. When students were troubleshooting their robot de-
signs they needed to understand how symmetry and/or balance
ensured the success of their machines. Many of the pieces required
centering in the middle of the attachment, and construction often
required two mirroring parts. The robots required achieving dy-

namic balance of three-dimensional objects in motion.

Transformations

Demonstrating an understanding of translations, rotations, shears,
reflections, dilations, and contractions. Constructing the robot re-
quired transforming the position of each piece with translations,
rotations and reflections. Other examples of transformations in-
clude motion of the robotics on the plane, motion of the wheels,
motion of the arm, motion of the probes.

Navigating

Orienting: Being able to locate position and move using both rela-
tive and absolute references. Relative orienting means there is no
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specific grid to work on; absolute references are found on an al-
ready predetermined grid. The partnership between relative ori-
enting and absolute orienting is an asset. With robots, the screen
for programming was absolute orienting; the test arena was relative
orienting. For example one of the students asked if he could get the
coordinates on the arena to work out the programming.

Locating: Demonstrating elaborate strategies for static location
and through dynamic modeling and positioning. For constructing
the robot, locating was required for finding the pieces in the grid
portioned boxes and for locating connecting pieces. Programming
required determining and locating where the robot needed to move.

Comparing

Differentiating between size, movement, location, measurement,
and function. Tied with moving between the two and three dimen-
sional representations was the need for comparisons since many
pieces came in various sizes, had similar functions, different possi-
bilities for connecting, and different ways of moving. Also, compar-
ing the use of the sensors and the movement of the robot created
opportunities for selection.

Decomposing/Recomposing

Purposeful recomposing, a more meaningful and dynamic design
as a result of the previous decomposing exposure: part to whole,
whole to part. For example, breaking it down and putting the robot
back together, seeing how things already fit together and then put-
ting it back together again. The students rebuilt their robots using
previous experience with decomposing, and as a result they recom-
posed a “better” model for the task.
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Somatic Sensing

Somatic sensing is a complement to visualizing; it is tactile aware-
ness of the world and feeling your way through the problem. For
example, a young child describing a cube will stroke the edges
and then obtain a feeling prior to working with it. Every aspect of
building the robot was an example of tactile with visualization; e.g.,
dragging and dropping programming code, building the model,
and doing a dance prior to the actual programming.

IMPLICATIONS

Awareness of the importance of spatial reasoning to mathematics
and other STEM disciplines is increasing. The NCTM intends to in-
crease spatial reasoning in the early years standards, matching the
focus on number (Gojak, 2012), and it is likely Canadian curricula
will follow. Before forging ahead, contemplation is required to de-
termine what spatial skills are and how they might be envisioned in
educational settings.

As Teacher Educators, we would want to communicate the im-
portance of spatial reasoning skills for mathematics, particularly
the malleability of spatial reasoning. Spatial reasoning should be
a deliberate and intentional part of the curriculum grounded in
multi-sensorial definitions of the phenomena, as exemplified in the
robotics task. As we watched children build robots, we observed
how they drew upon many spatial skills almost simultaneously.
They cycled and recycled through various skills to troubleshoot and
construct their robot. The robotics task engaged children’s spatial
reasoning somatically and haptically, and provided countless op-
portunities for development.

Many teachers have not had sufficient opportunity for develop-
ing their own spatial reasoning and, as such, may have difficulty
valuing it. With lower spatial skills (Wai et al., 2009), teachers may
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not have enough pedagogical content knowledge to effectively
teach spatial reasoning; without deliberate professional learning
opportunities for teachers, implementing spatial reasoning cur-
ricular changes in schools will be difficult, if not impossible.
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CONCLUSIONES: UNA CONVERSACION SOBRE
EL CONOCIMIENTO DE PROFESORES DE MATEMATICAS

Armando Paulino Preciado Babb,
Armando Solares Rojas
y Krista Francis

Las opiniones y puntos de vista presentados en este libro represen-
tan alternativas al modelo industrial de educacién, criticado tan-
to por argumentos de indole econémica (UNESCO, 2005) como de
justicia social (Apple, 1996, 2001). Los capitulos de este libro in-
cluyen paradigmas emergentes de qué es lo que los profesores de
matemdticas deberian saber, cémo pueden llegar a saberlo y por
qué deberian saber estas matemdticas. No intentamos proporcio-
nar respuestas conclusivas, sino formular y fundamentar preguntas
cada vez mds profundas, basadas en concepciones recientes del co-
nocimiento matemadtico para los profesores y el aprendizaje de las
matemadticas. Todos los capitulos abordan las tres preguntas en for-
ma directa o indirecta: es el enfoque lo que hace la diferencia entre
las partes del libro. A pesar de las diferencias sociales y econémicas
entre Canada y México, investigadores en ambos paises reconocen
la necesidad de abordar el conocimiento de los profesores de ma-
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temdticas como tema de investigacién tanto en su naturaleza como
en la forma de desarrollarlo junto con los profesores. Este capitulo
final del libro presenta conclusiones en dos secciones. Primero, los
temas generales y sugerencias en el libro, y después algunos retos y
preguntas que emanaron de las contribuciones de los autores.

TEMAS COMUNES

Un tema comun en varios capitulos fue el papel de los profesores en
su aprendizaje profesional como cocreadores del conocimiento para
la ensefianza de las mateméticas. En varios capitulos de esta obra se
encuentran estrategias y exploraciones profundas sobre temas ma-
tematicos de interés para los profesores, que se lograron a partir de
la colaboracién de los docentes con otros profesores y educadores.

Metz, Marcotte y Preciado, en el capitulo II, proponen estrate-
gias para que los profesores disefien actividades que promuevan un
entendimiento matematico profundo. Lo anterior surge del trabajo
en colaboraciéon de maestros con académicos de la universidad y
mentores de la Galileo Educational Network Association.

En el capitulo IV, a través de un proyecto en el que profesores e
investigadores trabajaron en conjunto en el disefio de clases y en la
reflexion colectiva sobre las propias précticas, Sandoval y Lozano
reportan cémo los profesores identificaron la necesidad de integrar
précticas innovadoras usando la tecnologia. Las autoras reconocen
que su objetivo fue invitar a los profesores a reflexionar y buscar,
junto con sus colegas y los investigadores, oportunidades para me-
jorar las practicas en beneficio del aprendizaje de los estudiantes.
Gutiérrez y Avila, en el capitulo V, presentan un programa de de-
sarrollo profesional en el que los maestros se involucraron en la
resolucién de problemas para aplicarlos en sus clases, compararon
sus propias soluciones y reflexionaron acerca de los correspondien-
tes conceptos y lenguaje matemadticos, ademds de las implicaciones
pedagdgicas.
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Por su parte, Davis, en el capitulo VI, propone el estudio de con-
ceptos como un mecanismo para el desarrollo del conocimiento
matematico de los profesores. Esto implica un cambio en la con-
cepcién de qué es hacer, enseniar y aprender matematicas mediante
un andlisis lingiiistico, histdrico y social de conceptos matemadticos,
asi como de las implicaciones pedagdgicas.

Otro tema en comun en los capitulos de esta obra es el entendi-
miento de las matemédticas mas alld de lo que se establece en libros
y programas de estudio actuales. Este concepto de matematicas, y
del aprendizaje de matemadticas, podria ser paraddjico para aque-
llos que perciben las matematicas s6lo como un sistema basado en
definiciones y razonamiento deductivo formal. D’Amour, Khan,
Davis y Metz presentan, en el capitulo I, una critica a los programas
de estudio actuales, que reflejan una visiéon cartesiana de las ma-
tematicas. Ellos discuten las mateméticas que los profesores debe-
rian saber en términos de una disposicién compleja hacia el saber
y el ser. Esta aproximacién es consistente con la disposicién abier-
ta, descrita por Davis en el capitulo VI. El explica cémo elementos
de la cultura y del lenguaje, tales como las metaforas, permean en
nuestro aprendizaje y entendimiento de las matematicas que, a su
vez, informan la ensenanza. El cambio de enfoque de las compe-
tencias matemadticas hacia el desarrollo del razonamiento espacial,
propuesto por Francis, Davis y Khan en el capitulo VII, es crucial
para las matematicas escolares. Este razonamiento estd profunda-
mente conectado con la forma en que los seres humanos vivimos
en el mundo, en lugar de definiciones matematicas formales. De
manera similar, Solares, en el capitulo III, analiza cémo los profe-
sores organizan sus actividades del aula no s6lo a partir de los libros
de texto y programas de estudios, sino que también toman en cuen-
ta las necesidades especificas de sus estudiantes, sus propias con-
cepciones y creencias acerca de como se aprenden las matematicas
y como deberian ensefiarse, y sus conocimientos matematicos espe-
cificos. Desde su perspectiva, la propia historia personal de los pro-
fesores, las condiciones especificas de sus escuelas y estudiantes, sus
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conocimientos y recursos culturales son centrales para definir sus
précticas de ensefianza.

Este libro también provee ideas para profesores que podrian
informar sus practicas docentes. El marco del Disefio para el en-
tendimiento profundo de matemdticas, en el capitulo II, es una
herramienta para los profesores interesados en planear ambientes
de aprendizaje desde la indagacion. Basado en la experiencia de tra-
bajar con mas de 200 profesores, Davis describe, en el capitulo VI,
las estrategias que permiten el estudio de conceptos: sentidos, pa-
noramas, implicaciones, combinaciones y resolucién de problemas.
Finalmente, en el capitulo VII, Francis, Davis y Khan usan sus ob-
servaciones a un grupo de nifios construyendo robots y proponen
un nuevo curriculo sobre el razonamiento espacial.

RETOS Y FUTURAS INVESTIGACIONES

De las contribuciones en los capitulos de este libro, nosotros,
los editores, identificamos grandes provocaciones, retos y lineas
para investigaciones futuras respecto al conocimiento matemati-
co para profesores. Nuestro primer comentario se enfoca en los
programas de estudio, pues parece haber una contradiccién entre
los programas actuales de Alberta y México. En ambos casos, el
fundamento presentado al inicio de los programas de matematicas
(Alberta Education, 2014; Secretaria de Educacion Bdsica, 2013)
tiene una perspectiva de aprendizaje orientada en la exploracién y
co-construccion del entendimiento matematico. Sin embargo, es-
tan sobrecargados con una larga lista de subtemas que presentan
una perspectiva de educaciéon en matemadticas basada en la repe-
ticion de conocimiento preestablecido. Tales subtemas reducen y
fragmentan la complejidad y las conexiones de los conceptos ma-
temadticos. Por otro lado, nuevas ramas de las matemadticas, como
la teoria de nimeros y la teoria de grafos, son ignoradas por los
programas de estudios a pesar de su utilidad, importancia ma-
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temadtica y potencial pedagdgico en la ensenanza de otros temas,
como la aritmética, la combinatoria y la probabilidad.

Otro gran reto es la dificultad de implementar y apoyar los cam-
bios que motiven el aprendizaje de las matemdticas para la ense-
nanza. En este libro se proponen multiples formas de colaboraciéon
entre profesores e investigadores que pueden ayudar a: proveer
oportunidades para que los profesores cuestionen sus practicas ac-
tuales y su conocimiento matematico; proveer oportunidades para
cuestionar el curriculo; encontrar actividades y herramientas que
auxilien la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas, y disefiar
ambientes de aprendizaje ricos en matematicas.

Evaluar el impacto que tiene el conocimiento matematico del
profesor para la ensefianza en el entendimiento de sus alumnos
es una consideraciéon para una futura investigacién. Dado que las
mismas nociones de matemadticas y aprendizaje se perciben desde
distintas perspectivas, la evaluaciéon trae nuevos retos. Davis, en el
capitulo VI, hace notar que la evaluacién directa del conocimiento
matemadtico no da cuenta de una disposicidn abierta y del carcter
distributivo del conocimiento de la comunidad. Un reto todavia
mds fuerte es identificar como seria esta disposiciéon en lugares re-
motos en México, donde el papel del profesor se ve influenciado
por los recursos y contenidos presentes en la modalidad de Telese-
cundaria, discutida por Solares en el capitulo III.

Finalmente, aun cuando la educacién indigena fue un tema
de interés comun entre la Escuela de Educaciéon Werklund, de la
Universidad de Calgary y la Universidad Pedag6gica Nacional, du-
rante el encuentro celebrado en febrero de 2013, este tema no se
aborda en el libro. ;Qué conocimiento matematico deberian saber
los profesores para incluir, y aprender de una perspectiva indige-
na? ;Como desarrollarian los profesores una disposicion para este
conocimiento incluyendo esta perspectiva? ;Por qué esto es impor-
tante cuando conceptualizamos matemadticas, su aprendizaje, y el
papel de los profesores en nuevas formas?
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CONCLUSIONS: A CONVERSATION ON MATHEMATICS
TEACHER LEARNING

Armando Paulino Preciado Babb,
Armando Solares Rojas,
and Krista Francis

The opinions and points of view in this book represent alternatives
to the industrial model in education, criticized with arguments
based on both economics (UNESCO, 2005) and social justice (Ap-
ple, 1996, 2001). The chapters include emergent paradigms of what
mathematics teachers should know, how they can know it, and why
they should know this mathematics. All the chapters address these
three questions directly or indirectly; it is the focus that makes a
difference in the parts of the book. We do not attempt to provide
conclusive answers but rather to formulate and underpin deeper
questions based on recent conceptions of mathematics knowledge
for teachers and mathematics learning. Despite the social and eco-
nomic differences between Canada and Mexico, researchers in both
countries acknowledge the need to address mathematics knowl-
edge for teachers as a research topic on both its nature and the way
it may be jointly developed with teachers. This final chapter of the
book presents conclusions in two sections: the general themes and
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suggestions throughout the book, followed by the challenges and
further questions resulting from the authors’ contributions.

COMMON THEMES

One common theme across many chapters in this book is the role of
the teachers in their professional learning as co-creators of knowl-
edge for mathematics teaching. In several chapters of the book
there are strategies and deep explorations on mathematical themes
of interest for teachers, obtained from the collaboration between
teachers and educators.

Metz, Preciado and Marcotte, in Chapter II, propose strate-
gies for teachers to design tasks for promoting deep mathematical
understanding. These strategies emerged out of the collaborative
work of university professors, teachers, and mentors from Galileo
Educational Network Association.

In Chapter IV, through a project in which teachers and educa-
tors worked collaboratively in the design of lessons and the collec-
tive reflection on their own practices, Sandoval and Lozano report
on how teachers identified the need to integrate technologically in-
novative practices. The authors acknowledge that their work con-
sisted of inviting teachers to reflect and seek opportunities, with
both their colleagues and the researchers, for the improvement of
teaching practices in benefit of student learning.

Gutiérrez and Avila, in Chapter V, present a professional de-
velopment program in which teachers engaged in solving math-
ematical problems to be used in their classrooms, compared their
solutions, and reflected on the related mathematical concepts and
language, as well as the pedagogical implications.

For his part, Davis, in Chapter VI, propose concept study as a
mechanism for the enactment of teachers’ mathematics knowl-
edge. This entails a shift in what it means to do, teach and learn
mathematics through a linguistic, historical and social analysis of
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mathematical concepts, as well as a review of the pedagogical im-
plications.

Another common theme in the chapters of this book is the un-
derstanding of mathematics beyond what is stated in books and
current program of studies. This concept of mathematics, and
mathematics learning, might be paradoxical for those who perceive
mathematics only as a system based on definitions and formal de-
ductive logic. D’Amour, Davis, Khan, and Metz present, in Chapter
I, a critique to the current program of studies that reflect a Cartesian
view of mathematics. They discuss what the mathematics teachers
should know in terms of a complex disposition toward knowing
and being. This approach is consistent with the open disposition
described by Davis in Chapter VI. He explains how elements from
the culture and the language, such as metaphors, permeate our
learning and understanding of mathematics, and how this can in-
form teaching.

The shift of focus from mathematical competencies to devel-
oping spatial reasoning, proposed by Francis, Davis and Khan in
Chapter VII, is crucial for school mathematics. This reasoning is
deeply connected to the way humans experience the world, rather
than formal mathematical definitions. Similarly, Solares, in Chap-
ter III analyzes how teachers organize their classroom activity not
only on the basis of textbooks and programs of studies, but also
by taking into account the specific needs of their students, their
own conceptions and beliefs about how mathematics is learned
and should be taught, and their specific mathematical knowledge.
From this perspective, teachers’ own personal history, the specific
conditions of their schools and students, and their knowledge and
cultural resources are all central to defining their teaching practices.

This book also provides insights for teachers that could inform
their practices. The Design for Deep Mathematical Understanding
framework, in Chapter II, is a tool for teachers interested in plan-
ning inquiry based learning environments. Based on the experience
of working with more than 200 teachers, Davis describes, in Chap-
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ter VI, strategies that enable concept study: meanings, landscapes,
entailments, blends, and pedagogical problem solving. Finally,
Francis, Davis, and Khan, in Chapter VII, draw from observations
of children building robots to propose a new curriculum for spatial
reasoning.

CHALLENGES AND FUTURE RESEARCH

From the contributions in the chapters of this book we, the editors,
identified major provocations, challenges, and venues for future re-
search in mathematics knowledge for teachers. Our first comment
focuses on the program of studies, as it seems to be a contradiction
in current programs of study in both Alberta and Mexico. In both
cases the argument in the front matter of the program of studies
in mathematics (Alberta Education, 2014; Secretaria de Educacién
Basica, 2013) has a learning perspective focused on exploration and
co-constructing of mathematical understanding.

Nevertheless, both programs are overwhelmed with a long list
of subtopics portraying a perspective on mathematics education
as a repetition of pre-established knowledge. These subtopics re-
duce and fragment the complexity and connections of mathemati-
cal concepts. Additionally, new branches of mathematics such as
number theory and graph theory, are ignored by the program of
studies despite their utility, mathematical relevance, and pedagogi-
cal potential for the learning of other topics such as arithmetic,
combinatorics, and probability.

Another major challenge is the difficulty of implementing and
supporting the changes that motivate the learning of mathematics
for teaching. In this book multiple forms of collaboration among
teachers and researchers are proposed that can help to: provide
opportunities for teachers to question their current practices and
mathematical knowledge; provide opportunities to integrate the
curriculum; find tasks and tools that support teaching and learning
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of mathematics; and design mathematically rich learning environ-
ments.

Assessing the impact of teachers’ knowledge of mathematics for
teaching on student understanding is a consideration for future re-
search. As the very notions of mathematics and learning are seen
from a different perspective, assessment brings new challenges. Da-
vis, in Chapter VI, noted that immediate assessment of mathemati-
cal knowledge does not account for an open disposition and the
distributed character of community knowing. A further challenge
is identifying what this disposition would look like in remote places
in Mexico where the role of the teacher is shaped by the resources
and content presented in the ‘telesecundaria’ modality discussed by
Solares in Chapter III.

Finally, although Aboriginal education was identified as a com-
mon interest between the Werklund School of Education at the
University of Calgary and the National Pedagogical University in
the meeting held in February 2013, this topic is not addressed in the
book. What mathematics knowing would teachers need to include,
and learn from, Aboriginal perspectives? How would teachers de-
velop a disposition for this knowing? And why is this important
when conceptualizing mathematics?
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