UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL

A 4
"ol

° Y4 °
Aritmetica
y algo mas para estudiantes
de ciencias sociales o



imOrizontes

Educativos

Aritmética y algo mas es un libro para aprender, pero
no es un libro de texto, sino un material de consulta que
puede ser de gran utilidad para estudiantes de ciencias
sociales que requieren ciertos contenidos bésicos de ma-
temadticas, para la comprensién o aplicacién de conteni-
dos propios de su carrera; incluso puede ser de utilidad
en el desarrollo de ciertas actividades profesionales.

El material estd organizado en cinco capitulos: Nu-
meros y orden, Operaciones, Letras en expresiones ma-
tematicas, Calculos, y Proporcionalidad y porcentaje. En
cada uno se hace hincapié en los conceptos u operaciones
que, por la experiencia docente en dreas de ciencias socia-
les, se consideran importantes y se ha visto que generan
dificultades en los estudiantes.

Los cinco capitulos son independientes, es decir,
para abordar cualquiera de ellos no se requiere leer o
estudiar los anteriores. Contienen explicaciones cortas y
sencillas, sin entrar a demostraciones formales; sin em-
bargo, se incluyeron algunas explicaciones adicionales
por si es de interés del lector la profundizacién de algtin
tema, mismas que estin debidamente marcadas y no son
necesarias para la comprension del texto.

En todos los temas abordados se presentan ejemplos
diversos para facilitar su comprensién o aplicacién, y mu-
chos ejercicios. Se parte del supuesto de que el lector tiene
acceso a una calculadora cientifica que le permitira resol-
ver operaciones evitando lo tedioso que puede resultar la
realizacion de ciertos célculos o aplicaciones de férmulas.
En el manual se dan ciertas recomendaciones para el uso
eficiente de la calculadora. Ademds, el lector podra veri-
ficar si sus respuestas son correctas porque se incluyen las
soluciones de todos los ejercicios y problemas.

Por tultimo, para facilitar la consulta se incluye un
indice tematico que permite ubicar de forma facil y répi-
da las definiciones o explicaciones que el lector considere
necesarias.
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PRESENTACION

Es sabido que muchos estudiantes de ciencias sociales les tienen
aversion a las matematicas o, cuando menos, se sienten inseguros
ante ellas. Las razones de ello pueden ser multiples; aqui no se pre-
tende analizarlas ni, mucho menos, solucionar tal situacién. Sin
embargo, pensamos que para un adulto que llega al nivel universi-
tario es relativamente sencillo adquirir los elementos propios para
seguir cursos que requieren el manejo de matematicas bdsicas.

Este manual estd dirigido a personas que, como los estudiantes
de ciencias sociales recién descritos, necesitan recuperar algunos
elementos de aritmética, ya sea para solucionar problemas de la
vida cotidiana o para proseguir en estudios que los requieran, por
ejemplo, de Estadistica. Estd basado en explicaciones cortas y, sobre
todo, en ejemplos y ejercicios. A su vez, los ejemplos y ejercicios
presuponen que se tiene a la mano una calculadora: la intencién es
que este instrumento se convierta en una ayuda real, un cémplice,
una herramienta que sea el mejor apoyo para los fines descritos. Es
por ello que el manual le indicard al lector cémo utilizar la calcu-
ladora y, debe aclararse, cuando hablamos de “calculadora” nos re-
ferimos a una calculadora cientifica.
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ESTRUCTURA Y USO DEL MANUAL

El manual estd organizado en cinco capitulos:

+ El primero consiste en una revision de los ntimeros enteros o
fraccionarios, positivos y negativos, asi como el orden entre
ellos.

+ Elsegundo se enfoca en las operaciones, y culmina con algu-
nas reflexiones acerca de los ntimeros en la vida diaria, inclu-
yendo la conversién de unidades de medida.

+ El tercero es una brevisima incursién por un campo que tra-
dicionalmente se considera mas del dmbito del dlgebra que
de la aritmética, y que se refiere al uso de letras en expresio-
nes matematicas, sobre todo en féormulas.

+ El cuarto contiene una serie de recomendaciones para hacer
célculos utilizando la calculadora.

+ El quinto aborda la proporcionalidad, con énfasis en uno de
los problemas mds usuales de ella: los porcentajes.

Ademas, cada capitulo contiene varias secciones, que constan de
distintos apartados.
Cada uno de los capitulos contiene ejercicios para apoyar el
aprendizaje de los temas tratados.
> Al final hallards también estos elementos:
+ Respuestas a todos los ejercicios.
+ Indice tematico global.

Hemos intentado que la lectura del manual sea sencilla y que esté
ilustrado con muchos ejemplos y ejercicios. El libro esta estructura-
do de manera modular, de tal forma que cada capitulo pueda abor-
darse sin necesidad de revisar los anteriores; esto y el uso del indice
tematico te permitird localizar y abordar facilmente la informacién

que necesites, dandole clic a las pdginas indicadas.
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FORMA DE USO DEL MANUAL

Te recomendamos fervientemente que sigas el manual con una cal-
culadora a la mano: la intencién es que este instrumento se con-
vierta en una ayuda real, un cémplice, una herramienta que sea el
mejor apoyo para el aprendizaje; e insistimos, cuando hablamos de
“calculadora” nos referimos a una calculadora cientifica. En esta
presentacion hay unas indicaciones generales de cémo utilizar la
calculadora. Si tu realizas con tu calculadora todas las operaciones
que se indican en los diversos ejercicios de los capitulos, eso te per-
mitird ir conociendo tu calculadora y familiarizarte con ella.

Cada seccién termina con un conjunto de ejercicios, cuyas res-
puestas estan al final del libro, y la manera que te proponemos para
realizar los ejercicios es la siguiente: hazlos cuando llegues a ellos y
siempre que sea pertinente, utiliza tu calculadora. Si tus respuestas
coinciden con las que aparecen en el apéndice, contintia con la lec-
tura del manual. Sino coinciden, procura comprender dénde estuvo
tu error. Para ello te puede ayudar releer la seccién correspondiente
y rehacer los ejemplos que vienen ahi mismo. Después vuelve a re-
solver los incisos donde tuviste error. Si atin persiste el fallo, procura
recurrir a una ayuda externa (un maestro o un companero).

Hemos procurado que siempre tengas manera de consultar las
dudas que te vayan surgiendo. Una de las herramientas para ello
es el indice tematico. Se trata de un listado de palabras clave con
las paginas donde puedes encontrar explicaciones acerca de ellas.
El listado esta en orden alfabético; algunas de las palabras tienen
otras bajo si mismas, que a su vez estdn en orden alfabético. El in-
dice temdtico te permitird ubicar esas explicaciones de una manera
sencilla y coémoda..

Hemos incorporado en el texto principal solamente aquellas ex-
plicaciones que nos parecen fundamentales para entender lo que
se estd haciendo. Sin embargo, si tienes curiosidad de profundizar
un poco, hemos incorporado también explicaciones adicionales
que pueden aclarar algo mads el tema que se esté tratando. Si asi lo
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deseas, puedes simplemente “brincarte” estas partes, o dejarlas para
mads tarde si el tema no te qued$ tan claro como quisieras. Esas
explicaciones adicionales estin marcadas con una pantalla color
durazno como la siguiente:

Como todo el manual se basa en el uso de una calculadora cienti-
fica, en la siguiente seccién haremos una introduccién a su manejo.
Otras caracteristicas se irdn mencionando a lo largo de los capitu-
los 1,2y 4.

USO DE LA CALCULADORA

Cuando hacemos mencién de una “calculadora” nos referimos a
una calculadora cientifica. En el capitulo 4 se explica cudl es la ca-
racteristica fundamental de las calculadoras cientificas en contra-
posicién a las que no lo son.

Hay en el mercado muchas marcas y modelos de calculadora
cientifica, con diferencias en la forma en que debe ingresarse la
informacion, la ubicacion de las teclas, y otras caracteristicas. Por
ello, resulta practicamente imposible desde un texto como este dar
indicaciones precisas para cada modelo de calculadora. Aqui nos
vamos a referir a algunas de las funciones que tienen la mayoria de
las calculadoras, y te indicaremos cémo usarlas, pero las especifica-
ciones pueden ser distintas en cada caso. Nosotras recomendamos
que leas con detenimiento el instructivo de tu calculadora, ya que
eso es lo que te permitird utilizarla con eficiencia. (Para facilitar la

10
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lectura del manual, lo que se realiza en la calculadora se ha puesto
en caracteres comoestos: 12 3456 189 1).

Casi todas las calculadoras cientificas tienen varios “modos” en
los que pueden funcionar, y que se accionan con la tecla =, que
suele estar en la parte superior de la calculadora. Tipicamente tie-
nen, por lo menos, un “modo aritmético” y un “modo estadistico”
(lamado SD); también suelen contar con un modo de regresion li-
neal (llamado REG o REG-LIN o LIN-REG o LR). Otras tienen
modos financieros, ingenieriles, de variable compleja, etc., segtn el
uso para el que estdn disefiadas. En este manual trabajaremos sola-
mente con el modo aritmético, que en las calculadoras tipo Casio*
se llama “comMpP” (por “cdmputo”) y en otras marcas se puede llamar
“Normal” o “Basico” En general, las calculadoras vienen de fa-
brica en el modo aritmético. En las calculadoras Casio y en otras que
funcionan de la misma manera, el modo aritmético se pone pulsan-
do la tecla & y luego el nimero (generalmente 1) que corresponde
a coMP. Si esto no funciona en tu calculadora, consulta el instructivo.

Las calculadoras cientificas tienen, junto a las diez teclas para los
digitos y una para el punto decimal, las teclas para las operaciones
de suma [, resta G, multiplicacion & y division &, y junto a
ellas el signo igual @&. Ademds, tienen teclas de paréntesis [l y @,
y otras mas, que estan generalmente arriba de las primeras mencio-
nadas. {Localiza todas esas teclas en tu calculadora!

La mayoria de las calculadoras incluyen dos usos distintos para
muchas de las teclas: el que estd indicado sobre la tecla misma (uso
principal) y otro (secundario) que aparece arriba de la tecla, sobre
el chasis de la calculadora, generalmente de un color distinto. Para
que la tecla funcione con su uso principal basta con teclearla, pero

" En este manual hablamos frecuentemente de las calculadoras tipo Casio. La
razon de ello es que muchas otras marcas siguen el tipo de notacién y uso de las
teclas de las Casio y son las mds comunes en el mercado en México. Sin embargo,
si tu calculadora es de otra marca, lo mds probable es que gran parte de lo que
digamos aqui funcione de la misma manera en tu calculadora. Cuando no ocu-
rra asi, consulta el instructivo.

11
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para que funcione con su uso secundario es necesario pulsar pre-
viamente otra tecla que casi siempre se encuentra en el extremo
superior izquierdo, cuyo nombre puede ser, por ejemplo, “#1” o
“2nd” 0 “Fn”,y que suele estar indicado en el color de los usos se-
cundarios. Por ejemplo, para calcular cuadrados y raices cuadradas
algunas calculadoras tienen dos teclas distintas, que se ven asi:

mientras que otras calculadoras tienen una tecla que se ve asi:

+ + (este simbolo aparece en color arriba de la tecla, no sobre ella)

Cuando hay dos teclas diferentes, una marcada y una tecla
@, para calcular el cuadrado de 9 hay que teclear
10 E
o bien, dependiendo de la calculadora, simplemente:
3
y la calculadora da el resultado 81; mientras que el calculo de la raiz
cuadrada de 9 puede efectuarse, o bien asi:

1 @GE
o bien asi:
3
o bien asi:
9 &

para que la calculadora dé el resultado 3. Es decir, incluso para las
calculadoras que tienen dos teclas distintas, puede haber diferen-
cias en el orden en el que se teclean el niimero y la tecla de “raiz cua-
drada’, asi como en el uso de la tecla &.

En el segundo caso, o sea, cuando una sola tecla sirve para las
dos funciones, de las cuales el cuadrado es la principal y la raiz cua-
drada la secundaria, para calcular el cuadrado de 9 hay que teclear,
como en el caso anterior,

e
1 @ @

12
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o bien:

J
g

y la calculadora da el resultado 81, mientras que el cdlculo de la raiz
cuadrada de 9 puede efectuarse asi:

J
ER -
o bien asi:
J
3
o bien asi:
J

.
@ 3 -

para que la calculadora dé el resultado 3.

Para averiguar de cudl de todos estos tipos es tu calculadora,
ta puedes hacer el intento de calcular el cuadrado de 9 y la raiz
cuadrada de 9, hasta obtener los resultados 81 y 3. También puedes
consultar el manual de la calculadora para aprender cémo se efec-
tdan dichos célculos.

En este libro nosotras hablaremos de “teclas” independiente-
mente de si la funcién es la principal o la secundaria. Es decir, ha-
remos mencién por ejemplo de “la tecla € y de “la tecla &9, Si
tu calculadora es de las que tienen la raiz cuadrada como funcién
secundaria, tui debes recordar usar la tecla @ (0 2nd, u otra) antes
de la tecla en cuestion para calcular una raiz cuadrada.

Una manera sencilla de conocer cémo funciona tu calculadora
es indicarle que haga un calculo cuyo resultado ti ya sabes. Asi,
si usas los ejemplos anteriores, como ya sabes que 92=81 y que ¥9=3,
puedes verificar la forma de uso de la tecla haciendo esos célculos, y
después podras repetir la forma para calcular, por ejemplo, 47.6312,
0 bien v0.02673. A lo largo del libro te iremos dando algunos ejem-
plos resueltos para que tu verifiques con tu calculadora cémo se
usa.

13
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En esos intentos, no le tengas miedo a la calculadora: es muy
dificil que llegues a descomponerla. Por ejemplo, si tu calculadora
es de las que requieren que primero pongas la raiz y luego el nime-
ro, pero lo haces al revés, la calculadora te va a dar un mensaje de
error. No te preocupes. Pulsa la tecla de borrar, que puede ser &, o
@, 0 ©, y prueba nuevamente, hasta que encuentres el resultado
deseado. Pero siempre ten en cuenta que se trata de una maquina
que va a hacer exactamente lo que tu le pidas, segin las reglas que
ella tiene para entenderte. Por ejemplo, si ti quieres calcular 41+52
y lo que tecleas es 4! (&l 5 &, la calculadora te va a dar el resultado
46 en vez del resultado 93, por la simple y sencilla razén de que eso
fue lo que le pediste: jella no es adivina para saber que querias decir
52yno5..!

La calculadora debe ser tu principal aliada para la aplicacion de
las matematicas: si la calculadora se encarga de la parte operativa,
td podras utilizar tu capacidad mental para interpretar los resulta-
dos y comprender, de una manera amplia, lo que esta ocurriendo
en cada situacion.

Dos breves recomendaciones adicionales para el uso de la
calculadora:

+ Una es acerca del uso de una calculadora propia o ajena.
Como cada modelo de calculadora es distinto, cuando tu te
acostumbres a usar una, es posible que al manejar otra los
modos de manejo sean distintos. Las diferencias pueden ir
desde la fuerza que se requiere para pulsar las teclas hasta el
orden en que se ingresa la informacién, o aun algunos usos
de la tecla @&. Cuando uno estd acostumbrado a una calcu-
ladora puede cometer errores al usar otra; por ejemplo, si es-
cribes 68 en una calculadora cuyas teclas son mds “sensibles”
que la tuya, es posible que la calculadora registre 6688, y si
son menos “sensibles” quiza registre 8. Es entonces altamente
recomendable que uses siempre la misma calculadora, y por
supuesto, que te acostumbres a ella.

14
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+ Lasegunda es en caso de que te guste usar las ufias largas: no
manejes directamente la calculadora con los dedos, sino con
la goma de un ldpiz, porque tu yema va a ir a una tecla, pero
tu ufia teclea la de arriba, |y ya no vas a saber qué tecleaste...!

Si bien a lo largo del manual te iremos haciendo indicaciones acer-
ca del uso de la calculadora, sobre todo en los capitulos 1,2 y 4, es
muy importante que sigas todos los ejemplos y ejercicios con tu
calculadora: el objetivo es que llegues a sentir absoluta familiari-
dad y confianza cuando la uses. La dltima secciéon del capitulo 4
estd consagrada especificamente al uso de la calculadora para ha-
cer cdlculos de formulas; el dltimo apartado del capitulo contiene,
ademds, indicaciones acerca de otras funciones y teclas que puede
ofrecer el instrumento.

15






1.NUMEROS Y SU ORDEN

En este capitulo nos ocuparemos de estudiar los ndmeros y su or-
den y sus operaciones. Sin duda, has estudiado en la primaria, la
secundaria y el bachillerato niumeros de distintas clases. Los natu-
rales, los enteros, los positivos, los negativos, las fracciones, los de-
cimales... En una gran parte de las aplicaciones matematicas —por
ejemplo, en Estadistica— se utilizan todos esos nimeros: enteros,
fracciones, decimales, tanto positivos como negativos. El conjunto
de todos esos niumeros se conoce como el conjunto de los nimeros
reales; para llegar a comprender globalmente las caracteristicas que
tienen estos nimeros, hablaremos “poco a poco” de diversas clases
de nimeros y sus caracteristicas especificas:
+ En una primera seccién veremos los nimeros enteros. Pri-
mero los ndmeros naturales, que td sin duda conoces bien.
Esta seccién nos servird para repasar el sistema de numera-
cién y el concepto de orden. Asimismo, nos servird para em-
pezar a utilizar la calculadora. A continuacién hablaremos de
numeros positivos y negativos.
+ En la segunda seccién hablaremos de dos maneras de frac-
cionar la unidad: las fracciones y los nimeros decimales.
+ El haber abordado las caracteristicas de los niumeros positi-
vos y negativos y de los niumeros enteros y fraccionarios, nos

17
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permitird tener una visiéon de conjunto de las propiedades de
los nimeros reales: es lo que haremos en la tercera seccion.
También se abordan en esta secciéon cémo son los intervalos
de ntimeros reales.

En cada una de estas tres secciones veremos, ademads de los nime-
ros propiamente dichos, un aspecto fundamental de ellos: como
se ordenan. El siguiente capitulo esta consagrado a las operaciones
que se pueden hacer con los ntimeros.

1.1. NUMEROS ENTEROS
1.1.1. Numeros naturales

Los ndmeros naturales son 0, 1, 2, 3, 4, 5..., 57..., 138..., 156974...
Son los niimeros que usamos, tipicamente, para contar.

Cuando los numeros naturales son muy grandes se puede usar
una coma cada tres cifras empezando desde la derecha. Por ejem-
plo: 56,708 = 56708 y 904,670,581,312 = 904670581312.

Cuando ta teclees un nimero en la calculadora, hazlo sin la coma
de separacion de miles. Por ejemplo, para sumar 1,234 + 56,789 lo
que debes teclear es 1234 al 567189 & y entonces la calculadora te da
el resultado SB223. Observa si tu calculadora te da el resultado con
la coma de separacién entre miles o no, porque algunas calculado-
ras la usan y otras no.”

* Tal vez sabes que en algunos paises el uso comtn de la coma y el punto es al revés
de como se usa en México: en Europa, por ejemplo, se usa una coma decimal para
separar la parte entera de los decimales y un punto para separar los miles. Algu-
nas computadoras estdn configuradas seguin la usanza americana y otras segun la
usanza europea. Si deseas cambiar de una a otra en una PC con Windows, busca
en el Panel de Control las opciones regionales y de lengua, y ahi escoge Espanol
de México: a partir de ese momento el punto serd decimal y la coma servird para
separar los miles. En cuanto a las calculadoras, si estin compradas en México lo
mads probable es que sigan la costumbre de nuestro pas.

18



1. Ntumeros y su orden

Sistema de numeracion

dddd

Aunque estamos acostumbrados a los digitos 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
y a la manera de escribir los nimeros, como 214 o 2009, esta no es
mds que una manera de escribirlos, que usamos porque es muy con-
veniente. Por ejemplo, podemos representar la cantidad de jirafas en
el dibujo con 4 pero también con IV (como lo hacian los romanos),
o con @@@® (como lo hacian los mayas), o con P& (como se
hace en chino). El sistema que usamos ha sido heredado de la India
antigua y estd basado en agrupaciones de diez en diez. Tal vez te has
preguntado por qué diez y no otro nimero: la razén es que tenemos
diez dedos, y desde que el ser humano empezd a contar se ayudd
con las manos para llevar las cuentas. Diez es entonces algo natural.

En nuestro sistema de numeracion las agrupaciones reciben
estos nombres:

* una agrupacién de diez unidades es una decena

+ una agrupacion de diez decenas es una centena

+ una agrupacion de diez centenas es un millar

* una agrupacion de diez millares es una decena de millar

*+ una agrupacién de diez decenas de millares es una centena

de millar
+ una agrupacion de diez centenas de millar es un millén

* ...y continua...
En el sistema escrito, a la derecha se representan las unidades, en

el siguiente lugar a la izquierda de las unidades se representan las
decenas, en el siguiente las centenas, y asi sucesivamente.
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P oW oW W _W_W_

...y continda...

millones centenas decenas millares centenas decenas |unidades
de millar de millar
Un millén Una centena Una decena Un millar Una centena Una decena
= 1,000,000 de millar de millar =1,000 =100 =10
unidades =100,000 = 10,000 unidades unidades unidades
unidades unidades
Un millén Una centena de | Una decena Un millar Una centena
=100,000 millar de millar =100 =10 decenas
decenas =10,000 =1,000 decenas
decenas decenas
Un millén Una centena de | Una decena de | Unmillar
=10,000 millar millar =10
centenas = 1,000 centenas | = 100 centenas | centenas
Un mill6n Una centena Una decena
=1,000 de millar de millar
millares = 100 millares = 10 millares
Un millén Una centena
=100 decenas | de millar
de millar =10 decenas
de millar
Un millén

= 10 centenas

de millar
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Asi, por ejemplo, 216 significa que se tienen:

2 1 6

2 centenas 1 decena 6 unidades
.‘ ..
.‘ -

Se dice que el sistema de numeracion es posicional, porque cada

216

posicion indica de qué nivel de agrupamiento estamos hablando.
Cuando en algin nivel de agrupamiento no hay elementos, se co-
loca un cero. Asi, el nimero 103 significa:

1 0 3

1 centena 0 decenas 3 unidades

ol S "
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Como bien sabes, el numero 103 es muy distinto de, por ejemplo,
los ntimeros 130 y 13:

1 3 0

1 centena 3 decenas 0 unidades

" ap 8y

3

0 centenas 3 unidades

13 Yy}

G- DS

Observa que el nimero 13 es igual al numero 013. También po-
driamos decir que este niumero tiene 0 millares, 0 decenas de mi-
llar, etcétera:

13 =013 =0013 = 00013 = 000013 = 0000013 = 00000013 = ...

Sin embargo, por convencién no escribimos los ceros a la izquierda.

Agregaremos aqui una observacion acerca de la palabra “billén”
En espafol, un billéon es un millén de millones; es decir,
1,000,000,000,000. En inglés, sin embargo, “one billion” es sola-
mente mil millones, o sea 1,000,000,000. Es frecuente que los
traductores desconozcan esta diferencia y que interpreten, por
ejemplo, “one billion dollars” como “un billén de délares”, cuando
en realidad el texto se refiere a mil millones de ddlares.
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Orden
Dados dos numeros naturales, o bien son iguales o bien uno es ma-
yor (mas grande) que el otro. Para denotar el orden se usan los
simbolos <, =y >.

Nota: Si te confundes entre los simbolos >y <, recuerda que cada
uno tiene un “lado grande” y un “lado chico”.

“lado grande”i > ! “lado chico”  “lado chico” § & i“lado grande”

En cualquiera de los dos casos el niimero mayor queda del “lado gran-
de” del simbolo y el niimero menor queda del “lado chico” del simbolo.
Por ejemplo 8 > 5 significa que 8 es mayor que 5, o bien, leido de
derecha a izquierda, que 5 es menor que 8. Por su parte, 5 < 8 signi-
fica que 5 es menor que 8, o leido de derecha a izquierda, que 8 es
mayor que 5.

lado grande lado chico lado chico lado grande
NUMERO MAYOR NUMERO MENOR NUMERO MENOR NUMERO MAYOR
8>5 5<8
8 es mayor que 5 5 es menor que 8
5 es menor que 8 8 es mayor que 5

Si tienes dudas respecto a cudl de dos niimeros es el menor, la calculadora puede
ser una herramienta util. Haz la resta entre estos numeros y observa el signo del
resultado. Si este es positivo significa que el primer niimero que tecleaste es el
mayor y si es negativo significa que es el menor. Por ejemplo:

B & 5 &) 3 significa que S & 8 &) 3 significa que
8 es el mayor de los dos nimeros: 5 es el menor de los dos nimeros:
8>5 5<8
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Desigualdades

También puede ocurrir que utilicemos los simbolos “<”y “>” cuan-
do hablamos de nimeros cuyo valor no conocemos, y que repre-
sentamos con letras. No solamente hablaremos aqui de esos dos
simbolos, sino también de los simbolos “<” y “2”. Por ejemplo, la si-
guiente tabla muestra como puede ser la relacién entre un nimero

desconocido, al que llamaremos x, y el nimero 4.

e ...y escribir cualql'liera de estas
dos expresiones:
+ el nimero x es mayor que 4 x>4 4<x
+ el nimero x es menor que 4 x<4 4>x
+ el nimero x es mayor o igual que 4 x24 4<x
+ el nimero x es menor o igual que 4 x<4 42x
+ el nimero x es igual a 4 x=4 4=x
+ el nimero x es distinto de 4 x#4 4#x

Aqui es pertinente llamar la atencidn sobre cuatro cuestiones:

* Cuando escribimos x > 4 o bien 4 < x, nuestro interés esta
centrado en torno al nimero x, no en torno al nimero 4. Es
por eso que la manera de leer cualquiera de esas dos expre-
siones no es necesariamente de izquierda a derecha, sino em-
pezando por x. Es decir, el sujeto de nuestra frase es x (no 4),
por lo que nos interesa decir que “x es mayor que 4”, aunque
también sea cierto que “4 es menor que x”.

+ La diferencia entre “menor” (<) y “menor o igual” (<) es que
en el segundo caso se puede hablar de igualdad y en el prime-
ro no. Por ejemplo, si decimos que x < 4, x no puede ser igual
a 4, solamente puede ser menor que 4, pero si decimos que
X < 4, x puede ser o bien menor que 4, o bien igual a 4. Algo
analogo ocurre con la diferencia entre “mayor” (>) y “mayor
o igual” (2).
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Lo contrario de la igualdad = esta dado por el signo #. Asi, lo
contrario de que x sea igual a 4 (x = 4) es que x es distinto de
4, es decir, x # 4.

+ He aqui diversas expresiones de cada uno de los cuatro sig-
nos >, <, 2, <. Observa que varias incluyen las palabras “més”

<« »
O menos.

x >4 (obien, 4 < x): X es mayor que 4
X es mas que 4

X es superior a 4
x supera a4

x excede a 4

si x es un nimero natural,
x puede tomar los valores
5,6,7,8,9,10,11,12,13...

x <4 (obien, 4 > x): X es menor que 4
X s menos que 4
x es inferior a 4
xno llegaa4

x no alcanza a 4

si x es un numero natural,
x puede tomar los valores
©,1,2,3

x24 (o bien, 4 < x):

x es mayor o igual que 4
X es 4 0 mds que 4

x es por lo menos 4

x es cuando menos 4

si x es un numero natural,
x puede tomar los valores
4,5,6,7,8,9,10,11,12...

x<4 (o bien, 4 2 x): x es menor o igual que 4
x es 4 o menos que 4

x es cuando mucho 4
xesalomis4

X 1O supera a 4

si x es un numero natural,
x puede tomar los valores
0,1,2,3,4

Cuando estamos hablando de nimeros desconocidos que denota-
mos con letras, como x, puede ocurrir también que queramos decir
que cumplen simultdneamente dos relaciones de orden.

Por ejemplo, podemos decir que el niimero x es mayor o igual
que 4 y ademds es menor que 10:

x24 yademds x <10
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Como entonces lo que ocurre es que x estd entre 4 y 10, la forma
usual de expresar esta doble relacion es la siguiente:

4<x<10

Como aqui estamos suponiendo que x es un numero natural, eso
quiere decir que x puede tomar el valor de cualquier nimero que
sea mayor o igual que 4 y ademds menor que 10, es decir:

x puede tomar los valores 4, 5,6, 7,8, 9

Observa entonces que no conviene leer la expresién 4 < x < 10 de
izquierda a derecha, sino que es mejor leerla en un orden que obe-
dece a que nuestro interés esta centrado en torno a x: empeza-
mos con x, luego vamos hacia la izquierda y luego hacia la derecha,

como se ilustra en el siguiente cuadro:

Mejor no leer asi:

Mejor si leer asi:

a2

4 = x < 10
4 es menor o igual que x
menor que 10

Y N

4 < x < 10
X es mayor o igual que 4
y menor que 10

En general, entonces, si a b y x son numeros, y el que nos interesa

€s X,

1= La expresion a<x<b selee “x es mayor que a y menor que b”

Nota: También podriamos representar que el nimero x cumple la do-
ble relacion 4 < x < 10 utilizando la expresiéon 10 > x = 4, pero esto no
es lo usual. Lo usual es poner el niimero mds pequenio (en este caso 4)
ala izquierda y el ntimero mds grande (en este caso 10) a la derecha.
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Recta numeérica
Para representar graficamente los nimeros se utiliza la recta nu-
mérica. En la recta se determinan un punto de referencia, que
puede ser el correspondiente al 0 0 a otro nimero, y un segmento
que represente a la unidad, es decir, a la distancia entre dos nime-
ros consecutivos, por ejemplo entre 0y 1,3 y 4, 10 y 11. También
puede considerarse como referencia un segmento que represente
2, 5,10, 100... unidades, la eleccién depende de los ndimeros que
se quiera representar. Sin embargo, una vez elegido un segmento
de referencia, este debe mantenerse constante mientras se utilice
esa recta numérica.
La recta puede ser horizontal o vertical:
+ Si es horizontal los niimeros menores se representan a la iz-
quierda y los mayores a la derecha.
+ Sila recta es vertical, los nimeros menores se representan
abajo y los mayores arriba.

En general, la recta numérica se representa con una flecha que indi-

ca hacia donde se encuentran los nimeros mas grandes:

v

Pero también puede representarse sin la flecha:
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A continuacién se muestran algunos ejemplos:
a) Representacién de los ndmeros: 0, 2, 3,6, 7, 9
+ Punto de referencia: 0
+ Segmento de referencia: —

N -
w -
o -9
~ -9
© -

v

Observa que aun cuando no representamos los nimeros 1, 4, 5y 8,
les estamos “dejando su lugar™: asi, la distancia entre 2 y 6 es cuatro
veces la distancia entre 2y 3

b) Representacién nuevamente de los nameros: 0, 2, 3, 6, 7, 9,
con otra escala (es decir, con otro segmento de referencia):
+  Punto de referencia: 0
. 1u
+ Segmento de referencia: ——
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¢) Si utilizamos una recta vertical, man-
teniendo la misma unidad, es decir,
considerando el mismo segmento de re-
ferencia, la representacion anterior que-
da del siguiente modo: 9
[
I 1u
e 7
¢ 6
¢ 3
¢ 2
10
d) Representacion de los numeros: 220, 250, |190u

400, 625

*+ Punto de referencia: 200

+ Segmento de referencia: en este caso
el segmento de referencia representa

1 centena (100 unidades)

200 220 250 400 625
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1.1.2. Los niimeros enteros: positivos, negativos y el cero

En el apartado anterior se habl6 de nimeros positivos, es decir,
numeros mayores que 0. También hay nimeros menores que 0: se
llaman nimeros negativos y se escriben antecedidos por el signo —.
En cuanto al 0, no es ni positivo ni negativo.

Los ntimeros negativos permiten expresar cantidades meno-
res que 0. Por ejemplo, sabemos que 0° C indica la temperatura
en la que el agua se congela (cero grados Celsius), pero también
sabemos que la temperatura alcanza valores inferiores. Es comun,
durante los meses de invierno, escuchar que la temperatura mini-
ma en ciertas zonas del pais fue de 2, 3 0 5 grados bajo cero; estos
valores se pueden expresar, respectivamente, como -2, -3 y -5.

Observa que en estos casos la temperatura deberd incremen-
tarse en 2, 3 o 5 grados para llegar al 0. En el ejemplo queda claro,
también, que -5° es una temperatura mds baja (menor) que -3°, es
decir que -5 <-3.

Cuando un ndmero no tiene signo, se entiende que es positivo.
Cuando se habla de nimeros positivos y negativos, es frecuente que
se enfatice la diferencia poniendo el signo + ante un nimero posi-
tivo: +8 = 8.

En las calculadoras cientificas suele ocurrir que el signo — para
numeros negativos esté en una tecla distinta del signo — para la ope-
racion de resta. En las calculadoras tipo Casio, el signo para negativos
estd a la izquierda arriba de los ntimeros y tiene la marca @). Veri-
fica esto: teclea (8) & (@) en tu calculadora y observa qué resultado
da. También puede ocurrir que las calculadoras tengan, en vez de la
tecla @, 1a tecla @.

A veces se ponen los niimeros negativos entre paréntesis. Asf,
(-5) es lo mismo que -5. Esto es particularmente util al expresar
operaciones con numeros negativos. Al respecto, cabe anotar que
en algunas operaciones esos paréntesis son necesarios y en algu-
nas no lo son. Por ejemplo, en la calculadora se puede sumar los
numeros 8 y -5 de cualquiera de estas dos formas: 8 s @) 5 & v
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2Ed I8 @ s @B &, por lo que en ese caso los paréntesis no son ne-
cesarios, pero el resultado no cambia si se utilizan. En cambio, para
elevar el nimero -5 al cuadrado si necesitamos usar paréntesis:
@3 - @B E3 &. Por esta razén, nosotras sugerimos que siempre,
al hacer operaciones en la calculadora, se pongan entre paréntesis
los nimeros negativos con los que se esta operando.

Ya hemos visto que podemos darles valores numéricos a las le-
tras. Por ejemplo, podemos decir que x = 8, pero también podemos
decir que z = -3. Observa que quien toma el valor -3 es la letra z,
y no la expresién —z. Si x y z son como dijimos aqui, tenemos lo
siguiente:

x=8 yentonces —x=-8
z=-3 yentonces -z=3

Es decir, lo que hace el simbolo — es cambiar el signo del nimero: si
un numero cualquiera, digamos #, es positivo, entonces —# es ne-
gativo, y si n es negativo, entonces —n es positivo. Verifica esto con
tu calculadora, por ejemplo con los dos valores de arriba: teclea
B & y observa qué resultado da, y luego teclea i&Eo
bien (&) @8 (& 3 @ & y observa qué resultado da.

+ ;Cudndo es positivo y cudndo es negativo un nimero? En
ocasiones esto depende del punto de vista. Por ejemplo, los
estados de cuenta de las tarjetas de crédito bancarias se re-
fieren a adeudos, es decir a cantidades que el tarjetahabien-
te debe pagar al banco. El saldo indicado en el estado de
cuenta refleja el punto de vista del banco, como lo mues-
tran las siguientes ilustraciones: El saldo de Juan es positi-
vo, lo que indica que el banco recibird un dinero que Juan
le debe, pero desde el punto de vista de Juan, él tiene una
cantidad negativa de dinero. En cuanto a Maria, su saldo
negativo indica que ahora es el banco el que le debe a ella, y
que ella puede contar con esa cantidad como si fuera saldo
a favor suyo.
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El banco tiene El banco tiene

$450 -$350

iAh! Entonces

yo tengo $350:
ME PUEDO

GASTAR $350

iAh! Entonces
yo tengo -$450:
DEBO $450

Su saldo
esde

$450

Su saldo
es de

Orden

Cuando se trata de nimeros positivos y negativos, ocurre lo si-

guiente:

Todos los niimeros negativos son menores que los positivos.
Ejemplos:
e —2<1
° —2<6
Entre dos ntimeros negativos, la relacién de orden es al revés

de como se daria entre sus equivalentes positivos.

Ejemplos:
. 2<1
* 2>-6

Todos los ntimeros positivos son mayores que el cero y todos
los negativos son menores que el cero.

Ejemplos:

* 1>0,2>0,6>0

* -1<0, -2<0, 6<0

La calculadora puede ser una herramienta 1til para saber cudl de

dos ntimeros enteros es menor, de una manera similar a como lo

vimos entre los nimeros naturales:

32



1. Ntumeros y su orden

Haz la resta entre los dos nimeros y observa el signo del resul-
tado. Si este es positivo significa que el primer nimero que te-
cleaste es el mayor y si es negativo significa que es el menor. Por
ejemplo, para comparar los dos ndmeros negativos -8 y -5

@E0e:-08- O =R ([0 [=E
significa que significa que
-8 es el menor -5 es el mayor
de los dos nimeros: de los dos numeros:
-8<-5 -5>-8

Como lo hicimos en el caso de los niimeros positivos, podemos
hablar de cémo es un nimero x desconocido con respecto a uno o
dos nimeros conocidos. Veamos dos ejemplos:
+ Tanto la expresion x > -5 como la expresion -5 < x se leen “x
es mayor que —5”. Si x es un nimero entero, esto quiere decir
que x puede valer -4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3,4,5,6,7, 8...
+ La expresion -6 < x < 4 se lee “x es mayor o igual que -6 y
menor que 4”. Si x es un nimero entero, esto quiere decir que
x puede valer -6, -5,-4,-3,-2,-1,0,1,20 3

Observa que si x es un numero entero cualquiera, puede ser po-
sitivo o negativo. Por ejemplo, si decimos que un nimero entero
x es tal que -2 < x < 3, estamos indicando que x puede asumir los
valores -2, -1, 0, 1, 2 0 3: en un extremo tendrfamos x = -2 y en el
otro tendriamos x = 3.

De manera analoga —x puede ser un niimero positivo o negati-
vo; aqui el signo “~” significa que —x tiene el signo contrario al de
x. Por ejemplo, si —x = -6, entonces x = 6, y si —x = 8, entonces x = —8.
Asi, si tenemos la desigualdad -2 < —x < 3, estamos indicando que
—x puede asumir los valores -2, -1, 0, 1, 2 0 3: en un extremo ten-
driamos —x = -2 y en el otro tendriamos —x = 3; es decir, en un ex-
tremo tendriamos x = 2 y en el otro tendriamos x = -3.
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De esta manera, cuando nos referimos a expresiones como

—-x>5,

debemos tener cuidado porque esto significa que

los posibles valores de —xson 6, 7, 8, 9...
por lo tanto
los posibles valores de x son -6, -7, -8, -9...
y eso corresponde a la siguiente expresion, equivalente a —x > 5:

x<-5.

Recta numérica
Podemos imaginar la recta numeérica de los nimeros enteros como

si tuviera un espejo en el cero:

Con esta imagen se pueden recuperar las principales caracteristicas
de los niumeros enteros en la recta numérica:
+ Todos los negativos estan a la izquierda del 0 (o, si la recta es
vertical, abajo del 0) y todos los positivos estdn a la derecha
(o arriba)
+ Si dos nimeros estdn representados en la recta numérica, el

menor es el de la izquierda (o el de abajo)

Observa, por ejemplo, la ubicacién de los nimeros -8 y -5 en la

recta numérica:

',
=
v

Es decir, si nos ubicamos en la recta en el nimero cero, al ir hacia

la derecha tenemos nimeros cada vez mas grandes (como entre
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los nimeros naturales), y al ir hacia la izquierda tenemos niimeros
cada vez mds pequenos. Los nimeros enteros se pueden entonces
representar con el siguiente esquema:

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

v

2 3 4 5 6

Nuimeros cada vez més grandes

=>

Numeros cada vez més pequefios

<=

s0000000 D =—t—
-

Valor absoluto

A la distancia entre el punto que representa en la recta cualquier
numero y el cero la llamamos valor absoluto del nimero. Observa
que como 3y -3 estdn a la misma distancia del cero, ambos tienen
el mismo valor absoluto:

v

En general, el valor absoluto de un nimero y el de su negativo siem-
pre es el mismo.

Representamos el valor absoluto de un ntiimero con rayas ver-
ticales antes y después del nimero. Asi, el valor absoluto de -3 se
escribe |-3|, y tenemos que:

|-3| = 3.
Pero, como vimos, el valor absoluto de 3 también es 3, es decir
3] = 3.

Y lo que geométricamente se expresa como que la distancia de -3 al
cero y de 3 al cero es la misma, se escribe asi:

[-3] = [3] = 3.
Como el valor absoluto es una distancia, siempre es un nimero
positivo. Esa distancia es cada vez mds grande a medida que nos
alejamos del cero en cualquier direccién, por lo que:
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+ entre los nimeros positivos, mientras mds grande sea el nu-
mero, mayor es también su valor absoluto, y

+ entre los nimeros negativos, mientras mas pequefio sea el
numero, mayor es su valor absoluto.

En general, las calculadoras cientificas no tienen una tecla para
calcular el valor absoluto (aunque hay algunas calculadoras que si
lo tienen, generalmente marcada con la tecla (£9)

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracioén par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

1.01. Realiza con tu calculadora las siguientes operaciones y expresa
el resultado con palabras:
a) Ocho mil doscientos tres, mas doce mil noventa y siete
b) Ciento veintitrés millones cuatrocientos cincuenta y seis mil
setecientos ochenta y nueve, mds novecientos ochenta y siete
millones seiscientos cincuenta y cuatro mil trescientos vein-
tiuno
¢) Trescientos un millones cien mil cien, menos trescientos mi-
llones ciento un mil uno
d) Diez mil doscientos, menos cinco mil ciento treinta
e) Cincuenta mil veintiuno, por mil tres
f) Noventa y ocho mil quince, por doscientos cuarenta y cinco
g) Quince millones quince mil quince, entre quince
h) Dos millones veinticuatro mil cuarenta, entre cuarenta
i) Mil uno al cuadrado
j) Raiz cuadrada de doscientos cincuenta y un mil uno
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1.02. Realiza con tu calculadora las siguientes operaciones y expresa

el resultado con palabras:

a)
b)
c)
d)

e)

f)
g

h)

i)
j)

)
m)

n)

0)
p)

Cuatrocientos noventa y nueve al cuadrado

Raiz cuadrada de un millén cuarenta mil cuatrocientos

Un millén cincuenta mil treinta, mds quinientos mil ocho
Ochocientos cuarenta mil siete, menos seiscientos cuarenta
y cinco mil veinte

Mil un millones ciento diez mil ciento cuarenta y cuatro,
entre cincuenta mil cuarenta y ocho

Ochocientos ocho mil ocho, més setecientos siete mil siete
Dos mil millones cincuenta y seis mil, menos ciento treinta
y dos millones novecientos trece

Raiz cuadrada de diez mil doscientos un millones doscien-
tos dos mil uno

Cincuenta mil cinco al cuadrado

Ciento un mil trescientos, por veinte mil treinta
Setecientos un millones noventa y siete mil, mds trescientos
millones tres mil

Doscientos ocho mil, por veinte mil ocho

Doscientos mil ocho, mds ochenta mil veinte

Diez millones, menos un millén trescientos sesenta y nueve
mil setenta y cinco

Mil cinco al cubo

Trescientos mil cuarenta y siete, mds cuarenta y cinco mil
setecientos tres, menos ciento cuarenta y cinco mil setecien-
tos cuarenta y seis
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1.03. Indica como se lee cada una de las expresiones siguientes y

qué valores puede tomar x si sabemos que es un nimero entero:

a) x>3 f) 0<x<5 k) x=2
b) x<5 g) 20<x<30 ) —x>3
c) x<-4 h) 13<x<15 m) x<-6
d) x=-10 1) -7<x<4 n) -x=0
e) x>-8 j) 1M <xs-1 0) -2<-—x<0

1.04. Indica como se lee cada una de las expresiones siguientes y
qué valores puede tomar x si sabemos que es un nimero entero:

a) x<6 g) 0sx<5 m) -8<—x<-3

b) —x=100 h) -5<x<0 n) -12<x<-9

c) x>0 i) -5<x<5 0) 125<-x<132
d) x<0 j) -5<-x<5 p) —215<-x<-200
e) 0<x<5 k) -5<x<5 q) 0s-x<3

f) 0<x<5 1) 20<x<20 r) 0<-x<3

1.05. Para cada inciso representa en una recta los nimeros que se
indican. En cada caso representa los nimeros en dos rectas numé-
ricas: una horizontal y una vertical, eligiendo cada vez unidades
convenientes.

a)4;8; -10; -7;2; 6

b) —1200; —5450; 1025; 3340

¢) 1,250,000 ; 2,500,000 ; 5,000,000 ; 18,000,000

d) -125; 148; -150; 175; 100; -50,-18; 20

e) 16,000 ; 25,000 ; 34,000 ; 8,000; 12,000 ; 30,000
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1.06. Para cada inciso representa en una recta los numeros que se
indican. En cada caso representa los ntimeros en dos rectas numé-
ricas: una horizontal y una vertical, eligiendo cada vez unidades
convenientes.

a) 450,000 ; 475,000 ; 425,000 ; 430,000 ; 400,000 ; 410,000

b) 28; 15; 53; 45; 30

c) -8; —2; -5; -15; -35; —19

d) 28; 46; 70; 95

e) 1;-3;5;0; -10; 6

f) —12;15;9; -17; 20; —2; 0

g) 1107 ; 1035; 1009 ; 1080 ; 1053 ; 999

h) -30,567 ; —30,098 ; —30,104 ; —30,200 ; —29,990

i) 108; —115; —125; 140; 117 ; -96; 110

j) —3,250,000 ; -5,000,000 ; —4,750,000; —6,500,000 ;

—-1,000,000 ; —-1,500,000

k) 20,100; 20,1113 20,001 ; 20,010

1) 135; 150; —-75; —140; 195; 55; —15

m) 2050 ; 2150; 1950 ; 2350 ; 2005; 1995 ; 2200

n) -80; -5; —-135; -100; -210; -175; —110

0) 10,000; —20,000; -35,000; 15,000 ; —5,000; —7,000

p) —140,000; -80,000; —125,000 ; —150,000 ; —200,000

q) 645; 680; 725; 690; 710; 750 ; 655

r) 2020; 1860 ; 2000; 1950; 2010; 1920 ; 1995

s) —32; 25; —14; 15; 19; -3; —28; —12

t) -600; —590; —470; —575; -380; —425

u) 438; 450; 460; 560; 390; 505; 344

1.2. NUMEROS RACIONALES
Los ndameros racionales, a veces llamados fraccionarios, surgen

frente a la necesidad de tener cantidades menores que la unidad; es
decir, expresan lo que ocurre cuando una unidad se fragmenta en

39



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

varias partes iguales, y de ellas se consideran algunas. Para describir
este proceso es necesario indicar, de manera puntual, tres cosas:

# Que la unidad se va a partir

# En cudntas partes se parte

# Cudntas de esas partes se consideran

Las dos formas mds usuales para expresar que fragmentamos la
unidad son las fracciones —también llamadas “quebrados” y los
numeros decimales. (Hay otra manera que también es usual en la
vida cotidiana: la que se usa para hablar de tiempo, en particular de
minutos y segundos. Se verd en el capitulo 2).

1.2.1. Fracciones

Una fraccién es una expresion de la forma %, donde b es un nu-
mero distinto de cero (llamado el denominador) que representa la
cantidad de partes iguales en las que se ha partido una unidad, y a
es un nimero (llamado el numerador) que representa la cantidad
de esas partes que se consideran. Es decir, en una fraccién como %,
los niimeros a y b son enteros y b es distinto de cero.
De esta manera, se expresa:
# Que la unidad se va a partir, mediante una rayita horizontal
# En cudntas partes se parte, mediante un ndmero debajo de
esa rayita
# Cuéntas de esas partes se consideran, mediante un nimero
arriba de la rayita
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Por ejemplo:

e En %, el numerador es 3 y el denominador es 4,
lo que significa que se ha partido la unidad en
cuatro partes y que de ellas se han considerado
tres. La representacion usual mediante “paste-

les” es la que se muestra a la derecha.

. g significa que se ha partido la unidad en cinco partes y que
de ellas se han considerado siete;
es decir, mds de una unidad. La re-
presentacién usual mediante “paste-
les” es la que se muestra a la derecha.
En este caso la fraccion se refiere a un nimero mds grande

que la unidad.

. % significa que se ha “partido” la unidad en una parte y que
de ella se han considerado tres; es decir, la unidad no se parte
y se han considerado tres unidades. En este caso la fraccién
es un numero entero. Es
decir, el numero entero
3 puede ser considerado
como una fracciéon de
este tipo: %= 3. En general, cualquier nimero entero m pue-

de ser considerado como una fraccion del tipo .
1

En algunas ocasiones se usa la diagonal / para representar las frac-
ciones. Por ejemplo, % y g se pueden expresar como 3/4 (o bien,
%)y 7/5 respectivamente.

Cuando una fraccién es mas grande que la unidad, como %,

se puede expresar también como la cantidad de unidades mads las
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fracciones menores de la unidad. Asi, g se puede expresar también
como 1+§. La manera usual de representar esto es prescindiendo
del signo “+7; es decir %:1 2. A este tipo de fracciones se las conoce
como “fracciones mixtas’, y las fracciones mayores de la unidad son
conocidas también en ocasiones como “fracciones impropias”. Otro
ejemplo de una fraccién mixta: 2%, que también se puede escribir

como 2%, es dos unidades mds tres cuartas partes de una unidad.

Como se leen las fracciones

Para leer una fraccion se lee la cantidad de partes (el numerador) y
el tamano de esas partes (el denominador). Este tltimo se lee segtin
la siguiente convencién:

Los
. Seleen Ejemplos
denominadores JEInp
2 Medios o 3
mitades > tres medios (o tres mitades)
3 Tercios o terceras | .
partes 3 dos tercios o dos terceras partes
4 Cuartos o s
cuartas partes 2 ocho cuartos
5 Quintos o 1 .
quintas partes g unqunto
6 Sextos o sextas 6
partes s seis sextos
7 Séptimos o ° .
séptimas partes  hueve septimos
Octavos u octa- 1
8 — un octavo
vas partes 8
Novenos o 7 .
9 ~ siete novenos
novenas partes 9
10 Décimos o 4 .
décimas partes o cuatro décimos
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Continuaciéon
Los
. Se leen Ejemplos
denominadores jemp
100 Centésimos % cuarenta centésimos
1,000 Milésimos, 432 trocient inta v d
10,000 diezmilésimos, 1000 cua.ll’rolaen 0s treinta y dos
100,000 cienmilésimos, muiesimos
1,000,000 millonésimos, 2 . L.
—~2___ dos millonésimos
etc. etc. 1000000
% nueve onceavos
Todos los
, ...avos
demis
% veinticinco treintaisieteavos

Fracciones equivalentes
Dos fracciones son equivalentes si deno-
tan la misma cantidad.

+  Por ejemplo, g es equivalente a %.
Esto lo podemos ver en la represen-
tacién de “pasteles” de la derecha: ambos tienen la misma édrea

sombreada. Escribimos:

Hay dos problemas bésicos en lo que se refiere a fracciones equi-
valentes: 1) saber si dos fracciones son equivalentes, y 2) encontrar
una fraccién equivalente a una fraccién conocida.

El primer problema se puede resolver de varias maneras, que se

ejemplifican a continuacién con las fracciones % y %. Dos fraccio-

nes son equivalentes:
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Maneras de verificar Ejemplo con % =%

+ Cuando el numerador y el| El factor 2 es el mismo en 4x2=8
denominador de una de las | y en 5x2=10:
dos fracciones se obtienen
multiplicando o dividien-
do el numerador y el de-
nominador de la otra por el
mismo numero (que no sea
cero).

x2 > 8
— X2 3 40

DTS

Cuando al dividir el nume- | En la calculadora,
rador entre el denominador
se obtiene exactamente el
mismo resultado en las dos
fracciones.

Hle S e BB

v 8 e 8 S BB

En la calculadora (jusando paréntesis
para indicar cada fraccién!)

Cuando al dividir una en-

tre la otra se obtiene el re- | {4 E - G @ @ ° @ &
sultado 1. O bien

@ ad-a-aa

Nota: Otra manera para reconocer fracciones equivalentes es con
los llamados “productos cruzados”. En el ejemplo de arriba, los pro-
ductos cruzados son 5x8 y 4x10; la equivalencia de las fracciones se
nota porque ambos productos tienen el mismo resultado, que en
este caso es 40.

El segundo problema que suele presentarse es cuando necesitamos
encontrar una fracciéon equivalente a una fraccién conocida. Para

lograrlo, lo més sencillo es uno de estos dos procedimientos:
+  Multiplicar el numerador y el denominador por el mismo
numero. Por ejemplo, las siguientes fracciones son todas
equivalentes a % hemos multiplicado tanto el numerador

como el denominador de g por 2, por 3, por 4, por 5..., etc:

6 9 12 15 _

1421 28 35

~N|w
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He aqui otro ejemplo: ahora hemos multiplicado sucesiva-
mente por 10 el numerador y el denominador:

4 40 _ 400 _ 4000 _ 40000 _
10 100 1000 10000 100000

+ Dividir el numerador y el denominador entre el mismo nu-

mero. Por ejemplo, si dividimos el numerador y el denomi-
90
nador de ——~ entre 2, obtenemos —> = > Estos ntimeros
240 240 120

no los podemos ya dividir entre 2, pero si, por ejemplo, en-
45 9 _3

tre 5: o5 =5, Y ahora podemos dividir entre 3: 2 TR

Entonces, todas estas fracciones son equivalentes:

90 45 9

240 120 24 8

meros que aparecen en el numerador y en el denominador,

2,y como hemos ido reduciendo los nu-

decimos que estamos simplificando la fraccién. La dltima que
encontramos, %, ya no puede ser simplificada, porque no hay
ningn ndmero entre el que podamos dividir tanto 3 como 8

y obtener un resultado entero.

Puede ser importante senalar que cuando se simplifica una frac-

cién, como en el ejemplo anterior, no se estd encontrando una

fraccién “mas pequena”. Aunque tanto el numerador como el deno-

minador son nimeros mas pequefios que los originales, la fracciéon

resultante es igual a la original, justamente porque son fracciones
90 3

equivalentes: ==
240 8

Por otra parte, la mejor manera de manejar las fracciones mix-
tas, cuando hay que operar con ellas o compararlas, es mediante
. . . 2

una fraccién equivalente. Por ejemplo, en vez de 1% usaremos la

fracc1on equivalente 7 &5 en vez de 22 usaremos la fracc10n equlva—
8

lente -1 (porque como 2=, al sumar los cuartos nos quedan —)
4

Cabe aclarar que algunas calculadoras manejan fracciones mixtas:
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consulta el instructivo de la tuya si te ves en la necesidad de operar

con fracciones mixtas.

Significados de las fracciones

Hasta ahora hemos hablado de las fracciones como una clase par-
ticular de nimeros, que representan que una unidad se ha frag-
mentado en varias partes y cudntas de ellas se han considerado,
pero las fracciones pueden tener varios significados. A continua-

cién, veremos brevemente los mds usuales:

> La fracciéon puede ser considerada como un niimero. Por
ejemplo:
+ Cuatro quintas partes de la unidad se escribe % y dos ter-

. a2
ceras partes de la unidad se escribe 3

> La fraccion puede ser considerada como un cociente. Las frac-

ciones se utilizan tanto para expresar una divisidon como para
expresar el cociente o resultado de una division. Por ejemplo:
+ Se elaboraron 3 kilos de mermelada de fresa que se en-

vasé para su venta en 12 frascos de igual tamafio. Si nos

preguntamos cudnto se envasé en cada frasco, hacemos

la divisién 3+12, que también podemos expresar como la

fraccion % Es decir, 3+12=% ; en nuestro ejemplo, en
cada frasco quedé % de kilo de mermelada de fresa. Cla-

ro, todavia podemos simplificar esa tltima fraccién, por-
que % = %, y entonces podemos decir que el contenido

de cada frasco fue de % de kilo, es decir, la cuarta parte de

un kilo (250 gramos).

Hay algunas calculadoras que manejan fracciones, pero a to-

das les podemos marcar una fraccién como una divisién, y
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la calculadora da el resultado como un nimero decimal. Por
ejemplo,

l-1@e@Ees, f-MEIE IR, -1 @e @eIs

Verifica estas operaciones con tu calculadora.

> La fraccion puede ser considerada como un operador, es de-
cir como algo que indica que se hace una operacién. Esta
operacion es la particion de una unidad, y por lo tanto es
muy importante especificar de qué unidad se estd hablando.
Es decir, aqui hablamos de una fraccién de una unidad. Vea-
mos un ejemplo:
+  Consideremos las fracciones % y % Si no especificamos

lo contrario, estamos dando por sentado que se habla de

dos terceras partes
y de cuatro quintas
partes de la misma
unidad. Porque si

4 .
son - de una uni-
dad y % de otra,
podemos tener muy
diversas cantidades.
Por ejemplo, ;quién
comié mds pastel si

.. 4

Juana se comié 5 de
un pastelito y Luisa

., 2
se comi6 = de un

pastelote? ;Y quién comié mads pastel si Juan se comi6

al s

de un pastelote y Luis se comi6 % de un pastelito?

. 4 . .
+  Supongamos en otro caso que Pedro recibe 5 de cien mil

pesos y que Carlota recibe % de 12 millones de pesos:
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;quién recibe mas dinero? En el caso de Pedro, un quinto
del dinero son veinte mil pesos, y él recibe cuatro veces
eso, 0 sea ochenta mil pesos, mientras que en el caso de
Carlota la tercera parte del dinero son 4 millones, y ella
recibe dos veces eso, o sea 8 millones de pesos: jcien veces
mads que Pedro!

Eso dltimo lo podemos expresar de la siguiente manera:
2 de $100,000 son $80,000 y

% de $12,000,000 son $8,000,000

También se puede expresar como una multiplicacién (la
multiplicaciéon de fracciones se revisard mas adelante):

g x $100,000 = $80,000 y % x $12,000,000 = $8,000,000

Esto lo puedes verificar con tu calculadora, consideran-
4 : " 2 :
do que z es lo mismo que &Sy que 368 lo mismo que
2 @ 3 . Entonces las operaciones que debes hacer son:

Inninininl
Chfatt llil

Ll | =~ | 5 [W— 1LII_ILILI

Ininininininl
OHHGHHD

=4 8-3"1Euu [ =

Dicho de otra manera, cuando la fraccién indica una operacién,

tenemos:

1= Si % es una fraccién y C es una cantidad,

la expresion 2 de C se calcula como 2 x C

> La fraccién como razén. Ademds de sus sentidos como nu-
mero, cociente u operador, la fraccion también puede ser
considerada como una razén, es decir, como la relacién en-
tre dos cantidades. Veamos dos ejemplos:
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entonces si es posible compa-
rarlas; por ejemplo, podemos
comparar  y
pastel, o de la misma cantidad

de dinero. En el primer caso,

En un grupo de 60 jévenes, 8 manifestaron practicar algin

deporte. La relacion entre estas dos cantidades puede expre-
8 2 . .
sarse como 8:60 . Es decir, 2 de cada 15 jovenes ma-

nifestaron practicar algin deporte.
Los jugos de cierta marca se venden en dos presentaciones:

botecitos de 200 ml y de 250 ml. La relacién entre estas dos
cantidades puede expresarse como 200 : 250 = % = %. Es de-
cir, por cada 5 botecitos de una presentacion (la de 200 ml)
se tiene la misma cantidad de jugo que por 4 de la otra (la

de 250 ml).

Por otra parte, se verd también que una razén puede ser conside-
rada como una fraccién (capitulo 5).

Dependiendo del contexto, las fracciones se pueden utilizar como

numeros, operadores, cocientes o razones.

Orden y recta numérica
No tiene sentido comparar dos fracciones si no se refieren a la

misma unidad. Pero cuando si son fracciones de la misma unidad

4 2

3 del mismo

equivale a preguntarnos quién

comid mds pastel, si Juana, que comié g de pastel, o Luis, que co-

mio % de un pastel del mismo tamaiio.

Podemos saber si una fraccidon es menor, igual o mayor que otra;

para ello se puede convertir las dos a fracciones equivalentes con el
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mismo denominador, y después comparar directamente los nume-

radores. Por ejemplo:

Para comparar = y , buscamos convertir ambas a frac-
ciones con un mismo denominador. Es decir, buscamos un
numero que nos pueda servir como comutn denominador, y
para ello nos puede servir uno que sea multiplo tanto de 5
como de 3; podemos usar 15, 30, 45, etc., pero el mds conve-
niente es 15 porque es el menor de los multiplos comunes.

Entonces convertimos ambas fracciones a quinceavos:
4 4x3 12

5 5x3 15 3 3x5 15

o AR

y como 12 es mayor que 10 (es decir, 12 > 10), concluimos que

2 2x5 10

4.2

5 3

(Es decir, 212 _10_2),
5 15 15 3

Otra manera de comparar fracciones es, como vimos en el caso de

los ntmeros enteros, usando la calculadora:

Haz la resta entre las dos fracciones (recuerda que entonces
la raya de la fraccion se lee como “&”) y observa el signo del
resultado. Si este es positivo significa que la primera fraccién
que tecleaste es la mayor y si es negativo significa que es la
menor. Por ejemplo, para comparar las dos fracciones g y %:

gd-a-gal:a: o
B33
significa que

[HIES
\'%
WIN

g es la mayor de las dos fracciones:

:a:0e0-a-0
- nE3..
significa que

% es la menor de las dos fracciones:

WIN
A
[GIFS
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Cuando las fracciones se consideran como nimeros, se pueden
colocar en la recta numérica. Para ello se subdivide la unidad se-
gun la cantidad de partes indicadas por el denominador y se con-
sidera la cantidad de esas porciones a partir del 0. Por ejemplo,

. . 3 7 . .
veamos coémo quedan las fracciones 2V 5 Para la primera, si

consideramos la recta numérica

0 1 2 3

Dividimos cada unidad en cuatro partes

Y, a partir del cero, contamos tres de ellas: el punto que corresponde
3 _ _
a o se ha sefialado con un pequeno circulo

| | | | | | | | | | |
I [ [ * I [ [ [ I [ [ [
0 1 2 3

y 7 o
Analogamente, para representar s en la recta numérica

|
[ [ [
0 1 2 3

Dividimos cada unidad en cinco partes y, a partir del cero, conta-
mos siete de ellas:
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1.2.2. Fracciones decimales

Aqui nos ocuparemos de unas fracciones particulares: las que tie-
nen como denominador nimeros como 10, 100, 1000, etc.; es decir,
las que tienen como denominador una potencia de diez (se dice esto
porque 10 = 107, 100 = 102, 1000 = 10%, y asi sucesivamente). A estas
fracciones las llamamos “fracciones decimales”.

Las fracciones decimales se pueden expresar de otra manera. Por

. .4 -z ,
ejemplo, la fraccién % también se representa con el nimero 4.03.

Es decir,
403

En una fraccién decimal expresada asi:
— la cantidad de digitos después del punto indica la potencia de
diez que tiene el denominador de la fraccién, es decir, la can-
tidad de ceros que siguen al numero 1;

— el valor numérico sin el punto decimal indica el numerador.

Por ejemplo:

+ En 4.03 hay dos digitos después del punto; decimos que hay
dos “cifras decimales” o simplemente dos “decimales”. Eso
corresponde al denominador 100: un 1 con dos ceros, o sea
102 La unidad se parti6 en 100 porciones iguales, y de estas
consideramos 403.

+ En 0.9876 hay cuatro cifras decimales. Esto quiere decir que
la unidad se parte en 10* = 10,000 partes iguales, y que de ellas
consideramos 9,876.

De esta manera, se expresa:

# Que la unidad se va a partir, mediante un punto

# En cudntas partes se parte, mediante la cantidad de digitos
que van después del punto

# Cuéntas de esas partes se consideran, mediante el numero
representado por todos los digitos
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Los niimeros menores que 1 también se pueden expresar sin el cero
inicial. Por ejemplo: .007 = 0.007. Verifica esto en tu calculadora:
teclea B37 (@) y observa el resultado.

En los nimeros decimales, los digitos a la derecha de las uni-
dades tienen una relacién de “diez en diez”, es decir que 1 unidad
equivale a 10 décimos, 1 décimo equivale a 10 centésimos, 1 centé-
simo equivale a 10 milésimos, etc.

El sistema de numeracion incluyendo niimeros decimales

El cuadro que se habia hecho para explicar el sistema de numera-
cion se puede ahora completar de la siguiente manera, donde no
vamos agrupando de 10 en 10 (10 unidades se agrupan en 1 dece-
na, 10 decenas en 1 centena, y asi sucesivamente), sino que ahora
vamos fraccionando de 10 en 10: una unidad se fracciona en 10 dé-
cimos, 1 décimo se fracciona en 10 centésimos, y asi sucesivamente.
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) . . . diezmilé- | cienmilé- |milloné-
unidades décimos centésimos | milésimos . ) .
simos simos simos
Una unidad
=10 décimos
Una unidad Un décimo
=100 centési- =10
mos centésimos
Una unidad Un décimo | Un centésimo
=1,000 milé- =100 =10
simos milésimos milésimos
Una unidad Un décimo | Un centésimo | Un milé-
=10,000 diez- | = 1,000 diez- |= 100 diezmilé- simo
milésimos milésimos simos =10 diez-
milésimos
Una unidad Un décimo | Un centésimo| Un milé- |Un diezmilé-
= 100,000 cien- | = 10,000 cien- | = 1,000 cien- simo simo
milésimos milésimos milésimos | =100 cien-| =10 cienmi-
milésimos | lésimos
Una unidad Un décimo | Un centésimo| Un milé- Un diez- Un cien-
=1,000,000 | =100,000 mi- | = 10,000 mi- simo milésimo | milésimo
millonésimos llonésimos llonésimos | = 1,000 mi- | = 100 millo- | = 10 millo-
llonésimos | nésimos nésimos

Etcétera...
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Podemos también poner juntos los comienzos de ambos cuadros:

VoW o V.V W

Etcétera

millares | centenas | decenas unidades décimos centésimos | milésimos
Un millar Una Unade- | Una unidad
=1,000 centena cena =10
unidades =100 =10 décimos
unidades | unidades
Un millar [ Una cen- Una unidad | Un décimo
=100 tena =100 =10
- decenas =10 centésimos centésimos
g decenas
5
#| Un millar Una unidad | Un décimo Un centé-
=10 =1,000 =100 simo
centenas milésimos milésimos =10
milésimos
Una unidad Un décimo Un centé- Un milé-
=10,000 =1,000 simo simo
diezmilé- | diezmilésimos| =100 diez- =10
simos milésimos | diezmilé-
simos

Observa que asi como 10 unidades se agrupan en 1 decena,

10 decenas se agrupan en 1 centena, etc., también se puede de-

cir que una centena se fracciona (o se desagrupa) en 10 decenas
y una decena se fracciona (o se desagrupa) en 10 unidades. De
manera similar, se podria decir que 10 milésimos se agrupan en
1 centésimo, 10 centésimos se agrupan en un décimo y 10 déci-

mos se agrupan en 1 unidad.

Fracciones decimales equivalentes
Consideremos los siguientes ejemplos:
400

04=7  040=_0  0400=_C0  0.04=

0.004 = i

1000

;Todos estos nimeros son distintos? ;Todos son iguales? Veamos.

A continuacién se da una representacion grafica de los dos pri-
meros numeros del renglén de arriba. Como unidad se toma un
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cuadrado. Para representar 0.4 (4 décimos) partimos la unidad en
diez partes iguales (diez franjas horizontales), y para representar
0.40 (40 centésimos) partimos la unidad en cien partes iguales (cien
cuadros). Después iluminamos lo que consideramos: 4 de las fran-
jas en el primer caso y 40 de los cuadros en el segundo:

0.4 0.40

Como se puede ver, el drea marcada en ambos casos es la misma.
Tenemos entonces varias maneras de decir esto:
+ Tanto 0.4 como 0.40 se refieren a la misma parte de la unidad
+ 4 décimos es lo mismo que 40 centésimos
* 04=040

+ 0.4y 0.40 son otra manera de representar las fracciones equi-
40

Valentes 70 700"

Lo mismo podria decirse si partimos en diez cuadritos cada uno de
los cuadros del segundo cuadrado, con lo que tendriamos milési-
mos: si consideramos 400 de ellos (400 milésimos), tendriamos la
misma area:
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0.40 0.400

O sea que
0.4=0.40=0.400

Y asi podriamos seguir indefinidamente:
0.4 =0.40 = 0.400 = 0.4000 = 0.40000 = 0.400000 = 0.4000000 =
0.40000000 = 0.400000000...

Es decir, cuando estamos hablando de cifras a la derecha del punto
decimal, podemos agregar a la derecha del ultimo digito distinto de
cero todos los ceros que queramos, el nimero siempre serd el mismo.

De la misma manera, si estamos hablando de cifras a la izquierda
del punto decimal, podemos agregar a la izquierda del primer digito
distinto de cero todos los ceros que queramos, el nimero siempre
serd el mismo:

4 =04 =004 = 0004 = 00004 = 000004 = 0000004 = 00000004 =

000000004 = 0000000004 = ...
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0.4

Sin embargo, no es lo mismo
agregar ceros a la izquierda si
estamos hablando de ndmeros
decimales. Por ejemplo: observa
en los siguientes tres cuadros,
la representacién de 4 décimos
(0.4), 4 centésimos (0.04) y 4 mi-
lésimos (0.004).

0.4 no esigual a0.04 nia 0.004 !

0.04 0.004

Conversion de otras fracciones a niimeros decimales

Como hemos visto, las fracciones cuyo denominador es una poten-
cia de 10, a las que llamamos fracciones decimales, se pueden expre-
sar como numeros decimales. También otras fracciones comunes
se pueden expresar como ntmeros decimales; para ello, es posible

interpretar una fracciéon 2 como la divisién de a entre b. Ejemplos:
b

2 _5.5-04 —1o—1:8--04125 L=7-4-175
5 8 4
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Verifica estos resultados con la calculadora. (Recuerda que cuando
el signo — se refiere a una operacion, se usa la tecla (@ que esta a la
derecha de los nimeros, pero cuando se refiere a un ndmero ne-
gativo se usa la tecla (@) que en las calculadoras tipo Casio esta a la
izquierda).

Una de las implicaciones de lo aqui visto es que las operaciones
con fracciones se pueden realizar con la calculadora, convirtiendo
cada fraccién a un nimero decimal.

Cuando se convierte una fraccién cualquiera en un ndmero
decimal, siempre se obtiene un decimal con un ndmero finito de
cifras decimales o con un nimero infinito de ellas, pero que se re-
piten en ciclos o periodos. Por ejemplo:

21 = 042 186 5 8181818... -5 =_0.0384615384615...
50 66 130

1_ 8_ 7 _

1=033333... -8=-266666... ' =0.0077777...

3 3 900

Como queda claro en los dltimos ejemplos, esos ciclos o periodos
pueden ser de una sola cifra: por ejemplo, una lista infinita de tre-
ses, seises o sietes. Podemos también decir, por ejemplo, que % es
igual a cero punto tres periédico.

Niimeros decimales con nueve periédico

Una clase muy especial de nimeros decimales son los que tienen
una lista infinita de nueves (o nueve periédico), como en los si-
guientes casos:

0.99999... —4.299999... 0.0001699999...

Cuando esto ocurre, el ndmero es igual al que resulta de sumarle
1 ala cifra anterior al primer 9 de la serie y quitar todos los nueves.
Por ejemplo:

0.9999... =1 —4.29999... =43 0.000169999... = 0.00017
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Decimales con nueve periédico
Cuando un numero decimal tiene una lista infinita de nueves,
es igual al nimero que resulta de sumarle 1 a la cifra anterior al
primer 9 de la serie y quitar todos los nueves. Si te preguntas a
qué se debe esto, observa qué ocurre, por ejemplo, con el nimero
0.999999...

1

Sabemos que % g+ % =1,y también sabemos que 1 0.33333...

Si sustituimos este tltimo resultado en %+ % + %, tenemos que

%+%+% = 0.33333... + 0.33333... +0.33333...,
es decir
0.33333...
0.33333...
+ 0.33333...
0.99999. ..

Entonces, %+%+% es igual a 1y también es igual a 0.99999... Por

lo tanto, esos dos niimeros son iguales: 0.99999... = 1.

Orden

Muy frecuentemente es necesario comparar numeros decimales.
Para ver como es esto, hablaremos de varios casos: primero, la
comparaciéon de dos numeros decimales positivos; luego la de dos
negativos, y por tltimo, veremos como comparar nimeros decima-
les positivos, negativos y cero. Terminaremos viendo cémo usar la
calculadora para comparar nimeros decimales.

En toda la presentacion que sigue, excluiremos niimeros con nue-
ve periédico como los que acabamos de mencionar. Por ejemplo,
si tenemos que comparar 3.253 con 3.240999999... ., consideraremos
que el niumero con el que vamos a comparar 3.253 es 3.241.
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> Comparacion de dos niimeros decimales positivos
Para saber si un nimero decimal positivo es menor, igual o mayor
que otro, comparamos primero la parte entera (es decir, la que estd
alaizquierda del punto decimal). Si una de ellas es mayor que la del
otro, es la del nimero mds grande. Asi:

13.25 > 7.8962 porque 13>7  5.62<18.1 porque 5 <18

Pero si las partes enteras son iguales,

como en 1.3 y 1.045,
0 COmMo en 72.12968 y 72.123,
0 Ccomo en 3.2 y 3.20

se puede seguir cualquiera de los siguientes dos métodos, que llevan
al mismo resultado:

a) Se comparan unidades con unidades, décimos con décimos,
centésimos con centésimos, etc., hasta que haya una diferen-
cia, y esa diferencia es la que marca cudl de los dos ndmeros
es mayor. Ejemplos:

* Para comparar 1.3 y 1.045, comparamos unidades con
unidades (1=1), décimos con décimos (3>0), y conclui-
mos que 1.3 > 1.045

+ Para comparar 72.12968 y 72.123, comparamos unidades
con unidades (72=72), décimos con décimos (1=1), cen-
tésimos con centésimos (2=2), milésimos con milésimos
(9>3) y concluimos que 72.12968 > 72.123

+ Para comparar 3.2 y 3.20, comparamos unidades con
unidades (3=3), décimos con décimos (2=2) y centési-
mos con centésimos (0=0); es decir, ninguno de los dos
numeros tiene centésimos aunque en el primero no esté
explicitamente el 0. Concluimos que 3.2 = 3.20

b) Silos nimeros a comparar tienen una cantidad finita de ci-
fras distintas de 0, se iguala la cantidad de cifras decimales de
ambos ntimeros agregando ceros a la derecha del que tenga
menos (puesto que ya sabemos que agregar ceros a la derecha
no cambia al nimero), y luego se comparan. Ejemplos:
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+ Para comparar 1.3 y 1.045, igualamos a tres cifras el pri-
mero: 1.3 = 1.300, y luego comparamos las partes deci-
males .300 y .045, y como 300 milésimos son mds que 045
milésimos, concluimos que 1.3 > 1.045

+ Para comparar 72.12968 y 72.123, igualamos a cinco cifras
el segundo, 72.123 = 72.12300, y luego comparamos las
partes decimales .12968 y .12300, y como 12,968 cienmi-
lésimos es mayor que 12,300 cienmilésimos, concluimos
que 72.12968 > 72.123

+ Para comparar 3.2y 3.20, igualamos a dos cifras el prime-
1o, 3.2 = 3.20, y luego comparamos las partes decimales
.20 y .20, y como ambos son 20 centésimos, concluimos
que 3.2=3.20

Una observacion:

Hay dos ideas frecuentes e incorrectas sobre como ordenar nime-
ros decimales. Una es que “mientras mads cifras decimales tenga un
numero, es mayor’; esta idea es incorrecta porque, por ejemplo,
1.045 tiene mds cifras decimales que 1.3, pero 1.045 es menor que
1.3. La otra es que “mientras menos cifras decimales tenga un nu-
mero, es mayor”; esta idea también es incorrecta porque por ejem-
plo 72.123 tiene menos cifras decimales que 72.12968, pero 72.123 es
menor que 72.12968. También vimos dos nimeros iguales con dis-
tinta cantidad de cifras decimales: 3.2 y 3.20. Dicho de otra manera,
la cantidad de cifras decimales de dos niimeros no determina cudl de
los dos es mayor y cudl es menor.

> Comparacion de dos niimeros decimales negativos
Es importante que recuerdes que cuando los nimeros a comparar
son negativos ocurre el “efecto espejo”. Por ejemplo:

s 356137 ¢ -3.564

Comparamos la parte entera (3 = 3), los décimos (5 = 5), los
centésimos (6 = 6), los milésimos (1 < 4). Entonces, si los dos
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ntmeros fueran positivos, tendriamos que 3.56137 < 3.564.
Como son negativos, por el “efecto espejo” tenemos que
-3.56137 > -3.564

+ -5.97873 ? -5.9283
Comparamos la parte entera (5 = 5), los décimos (9 = 9), los
centésimos (7 > 2). Entonces, si los dos nimeros fueran posi-
tivos, tendrfamos que 5.97873 > 5.9283. Como son negativos,
por el “efecto espejo” tenemos que —5.97873 < -5.9283

+ 05 ¢ -0.05
Comparamos la parte entera (0 = 0), los décimos (5 > 0). En-
tonces, si los dos nimeros fueran positivos, tendriamos que
0.5 > 0.05. Como son negativos, por el “efecto espejo” tene-
mos que -0.5<-0.05

> Comparacién de niimeros decimales negativos, positivos y cero
Recuerda que cualquier nimero negativo es menor que cero y cual-
quier ndmero positivo es mayor que cero. Por ejemplo:

c -15<0

* 0.00051>0

Asimismo, es importante que recuerdes que cuando se comparan
un nimero negativo y uno positivo, el negativo siempre es menor
que el positivo. Por ejemplo:

*+ —-2.63<0.02

Vale la pena observar que en los ultimos ejemplos hemos hecho
las comparaciones con el método a), pero también las podriamos
hacer con el método b). Por ejemplo:
+ Para comparar -3.56137 y -3.564, igualamos a cinco cifras
decimales el segundo, y comparamos 3.56137 y 3.56400; como
56,137 cienmilésimos son menos que 56,400 cienmilésimos,
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concluimos que 3.56137 < 3.56400 y, por el “efecto espejo”,
que -3.56137 > -3.564

> Comparacién de niimeros decimales con la calculadora

Hay otro método para comparar dos numeros decimales: utili-
zando la calculadora de una manera similar a la que vimos en el
caso de los nimeros enteros:

Haz la resta entre los dos nimeros y observa el resultado. Si este es
positivo significa que el primer ndmero que tecleaste es el mayor,
si es negativo significa que es el menor, y si es cero significa que
los dos son iguales. Por ejemplo:

Te2eEE W 12403 | BEEEIe 32 @38 & B
significa que significa que
72.12268 es el menor de los dos los dos nimeros son iguales:
numeros:
72.12268 < 72.123 3.2=3.20
15697 = @ @ s e 263 & 852 & 255
BARE3
significa que
significa que —2.63 es el menor de los dos
—3.56137 es el mayor de los dos nimeros: numeros:
-3.56137 > -3.564 -2.63<0.02

Nota: Si el primer resultado tiene una forma “extrana” en tu
calculadora es porque -0.00032 es un ntimero muy pequeno.
Para obtener el resultado como lo damos aqui, pulsa, en una
calculadora tipo Casio, varias veces la tecla g hasta que apa-
rezca la opcién NORM, eligela y luego pulsa el 2. Esto sera expli-

cado mds adelante, en el capitulo 2.
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Recta numérica

Los nimeros decimales positivos se pueden ubicar en la recta nu-
mérica de manera similar a como se ubican los ntiimeros naturales.
Para ello se consideran sucesivamente el valor de las unidades, los
décimos, los centésimos, etc. En una recta numérica se marca el
cero y también se indica cudl es la unidad. Por ejemplo, ubiquemos
en la recta numérica el numero 2.74

Empezamos ubicando el 2 en las unidades de la recta:

Después partimos en diez porciones (es decir, diez décimos) la uni-
dad entre el 2 y el 3, y ubicamos ahi el 7; se obtiene el punto corres-
pondiente a 2.7

0 1 2 T 3 4
27

A continuacién partimos en diez porciones (es decir, diez centé-
simos) el décimo entre 2.7 y 2.8, con el fin de ubicar dénde queda
el 4.

Ahora las diez divisiones, es decir los centésimos, quedaron muy
cerca unos de otros y ya es dificil ubicar el 4 que buscamos. Imagi-
nemos entonces que ponemos una lupa sobre la recta para ver con
mayor detalle lo pequefio:
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25 26 27 28 29 30

La lupa ya nos permite ubicar el cuarto centésimo; con ello tene-
mos ahora ubicado el numero 2.74:

Si regresamos a la escala original (sin la lupa), la representacion se

ve asi:

Este proceso lo podriamos seguir indefinidamente, partiendo cada
vez en diez y ubicando la siguiente cifra. Claro, cada vez que parti-
mos en diez las porciones se vuelven mds y mas chicas, y necesita-
riamos lupas cada vez més poderosas.

Cuando se tienen nimeros decimales positivos y negativos po-
demos imaginar la recta con un espejo, como lo habiamos hecho

con los enteros:

-8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

66



1. Numeros y su orden

Y entonces podemos ubicar sobre la recta los nimeros. He aqui
algunos nimeros entre -2y 2:

2]

|

@ o B
l

7

1
I
[-1.045] [-0667] [0867] 5

-
>

En la practica la precision con la que colocamos los puntos en la
recta estd sujeta a muchas condicionantes: el tamafio de la unidad
de referencia, la cantidad de cifras decimales que tiene el nimero,
el grosor del lapiz y de la propia recta, entre otras. Es por ello que la
recta se convierte, en la practica, en una herramienta que permite
una gran visualizacion y la percepcién gréfica de las relaciones de
orden entre diversos niimeros, pero no se puede pretender que ten-
ga mucha precision.

EJERCICIOS
Recuerda que los ejercicios con numeracioén par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-

rios para tu proceso de aprendizaje.

1.07. En cada uno de los siguientes incisos considera la unidad U
que se indica y representa graficamente la fracciéon dada:

7
a) 15

3 17
»: 1 @

c) % [ S
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1.08. En cada uno de los siguientes incisos considera la unidad U
que se indica y representa graficamente la fraccion dada:

En v @
@ ‘% K

1.09. En cada uno de los siguientes incisos considera la coleccién

a) 1

alw
o=

-
~

-
~

como una unidad e indica graficamente la fraccién dada:

LA H R Y
b7 N Y H 2 e== e
T NNy P SEEEER

1.10. En cada uno de los siguientes incisos considera la coleccién
como una unidad e indica graficamente la fraccién dada:

- * *
2 - 3 * *
a) 5 - - - < ***:****
A Ay M é
b o7 NN N O %999,

1.11. En cada uno de los siguientes incisos indica cuales fracciones
son equivalentes a la primera:

y 4,8 14 22 36 y 13,39 81 65 78
¥ 91722’ 33760 99 ¢ 47> 51’170 68 102
by L, 4, 14189 105 58 o 8,123 5 50

3’2176 250
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1.12. En cada uno de los siguientes incisos indica cudles fracciones
son equivalentes a la primera:

15 5 75 45 35 79 79 7 100 79

¥ §°2°30 12 30 9 700’50’ 10° 79 200
by 18 6 36 48 25 o9 N 9 125 27
24’ 8’ 48° 72’ 31 360’ 36° 4100 108

1.13. Compara las siguientes parejas de fracciones y coloca entre
ellas el simbolo <, > 0 = segin corresponda:

4 16 13 23
a) 5 Y 3 c) 7 7 7
6 9 6 25
b) 5 Y 1 d) 7 7 5

1.14. Compara las siguientes parejas de fracciones y coloca entre
ellas el simbolo <, > 0 = segin corresponda:

2 79 3 5
) 3 YV 79 9 1 Y 25
2 23 14 7
b) 3 y 29 d) N y 12

1.15. En cada inciso se dan una recta numérica con letras y algunas
fracciones. Indica a cudl o cudles de esas fracciones corresponde

cada letra:

N M N L 1 6 3 24 6
[ I T T T T T > - -
0 1 2 3 4 5 6 2 26 4 3

b v 1111
I I Ll AN T TEy Ty oA
o b 3 4 5 7 10

P ] N
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1.16. En cada inciso se dan una recta numérica con letras y algunas
fracciones. Indica a cudl o cudles de esas fracciones corresponde

cada letra:

2 N . 2 1.8 15
¢ T > T8’ E’ AR’ T8’ A
b ! 18510 18’ 6

b N s> 154 25 12
(I;) hi ) 9’6)6’3) 5
.o o » 375 10 1 21

o7 1 74’ 9°100° 65 84

1.17. Convierte cada una de las siguientes fracciones a un ntimero
decimal con cuatro cifras decimales:

17 p) 18 ) 5 d)%

%) 259 4 80

1.18. Convierte cada una de las siguientes fracciones a un ntimero
decimal con seis cifras decimales:

800

a) 13 b 4 0 25 ) o

4 1;30 800
1.19. Completa la siguiente tabla como se ejemplifica en el primer
renglén. En los nimeros que tienen la misma parte entera, anali-
za cuantos décimos, centésimos, milésimos y diezmilésimos tiene
cada ntimero y observa en cudles nimeros coinciden el llenado de
las filas, lo que significa que esos nimeros son iguales:

8 o || &
Numero éé éé g § g é 1‘% .é é
AT | O A 5) a o) S A g

a) |893.04 0 0 5 ° 5 . " ; -
b) | 18349.1538
c) |6.0008
d) [6.008
e) |6.08
f) [6.8
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contintia
” v, - g 2 |z
Ntmero §§ %é % § % é '\% § é
SEIEEl S| 8| E| 8| E| 2 |8¢
AS|(Bs| © o) 5 A @) = | Aa &g
g) | 6.8000
h) | 10.50
i) |10.5
i) [10.500
k) | 10.05
1) |10.050

1.20. Completa la siguiente tabla como se ejemplifica en el primer
renglén. En los nimeros que tienen la misma parte entera, anali-
za cudntos décimos, centésimos, milésimos y diezmilésimos tiene
cada nimero y observa en cudles nimeros coinciden el llenado de
las filas, lo que significa que esos nimeros son iguales:

Numero

Decenas

de millar
Unidades
de millar
Diezmilési-
mos

® | Centenas

© | Decenas

@ | Unidades

© [ Décimos

& | Centésimos
© | Milésimos

o
o

a) | 893.04 0
b) |12.0500
¢) |0.0003
d) |0.003

e) |0.03

f) |0.0030

) | 0.030
h) |0.0300

i) |03

j) | 10.085.406
k) | 10.805.0460

1) | 10,850.406

m) | 18,005.0046

n) | 10,085.4600
o) | 10,085.4060
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1.21. En cada uno de los siguientes incisos indica cudles nimeros
decimales son iguales al primero (aqui los puntos suspensivos indi-
can que la tltima cifra se repite indefinidamente):

a) 4.506, 4.056, 4.5060, 4.0506, 0.4506, 45.06, 4.0506, 4.56
b) -0.048, 0.048, -0.048000, 0.48, —-0.48, 0.04800000, —-0.00048
c) 10.1, -10.1, 10.01, 10.001, 10.1000, -10.10, 10.10, 10.101

d) 2.5, 2.599999..., 2.999999..., 2.49999..., 2.555555...

1.22. En cada uno de los siguientes incisos indica cudles niumeros
decimales son iguales al primero (aqui los puntos suspensivos indi-
can que la ultima cifra se repite indefinidamente):

a) -0.5, 0.05, -0.5005, -0.050, 0.0500, -0.500, -0.50, 0.5

b)  456.7899999..., 456.7999999..., 456.79, 456.99999..., 456.7899999999...
c) 0.0026 , 0.0206, 0.2060, 0.00026, 0.2600, 0.0260, 0.00260

d) 99999, 0.99999..., 1, 0.1, 0.9, 10000, 100000

e) -5706.5030, -5706.53 , -576.53 , -5706.503 , -5706.5003 , —5706.0503

f) 0.003, 0.030, 0.300, 0.3, 0.003000, 0.03000, 0.30303...

g)  —7.0803, -07.00803, -7.8030, -7.83, -70.803, —7.008030000, —7.083

1.23. Ordena de menor a mayor los nimeros decimales de cada
inciso, colocando los simbolos < o = segtin corresponda:

a) 12.5, 12.50, 12.05, 12.005, 12.500

b) -17,1.07, -1.71, 1.071, -1.701

) 10.2, -12.22, -10.222, 12.02, —-10.22200, 12.022, 10.02
d) 5.345, 5.0345, 5.034, 5.000345, 5.3045, 5.03045

e) 54.8, -45.6, 50.01, —40.9, —49.8, 50.1, —40.01
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1.24.

Ordena de menor a mayor los nimeros decimales de cada

inciso, colocando los simbolos < o = segtin corresponda:

a)
b)
<)

1.25.

0.06, 1.54, -0.8, -1.3, 5.004, 54, 540

-1.64, -196, -2, -1, 186, 2.3, 1.96

1.0085, 1.0850, 1.805, 1.085, 1.0805, 1.850, 1.08050
3,4,7,-1,15, 19, 23, =27

0.875, 0.7456, 0.09, 0.097, 0.7843, 0.89

-1.75, -0.62, 0.1789, -0.078, -0.687 , —1.749

-178.17, -170.45, -175.80, -175.79, -171.10, -171.9

0.10, 0.9, 0.11, 0.001, 0.09, 0.91

-1.1, -1.23, -2.34, -2.345, -3.45, -3.456

-31.25, 4742, -18.72, 47.415, 10.567 , 10.56, 18.7

-500.087 , -508.70 , -580.7 , —580.07 , —500.87

-0.1008, -0.018, -0.18, —0.108, -0.180, —0.188, —0.1080
0.045, 0.450, 0.0405, 0.405, 0.4005, 0.0045

-0.099, -0.11, -0.09, -0.01, -0.101, -0.909, -0.011

-4.05, -5.04, -54, 450, -545, -4.54, -5.05

10780.3049, 10870.3004 , 10087.30094 , 10807.3490, 10078.3940
—20600.5, —26000.05, —20060.500 , —20600.05, —20006.005, —20060.05
0.545, 0.054, 0.0504, 0.450, 0.0054, 0.540, 0.4050

-23.1, -23.101, -24.001, -24.01, -23.11, -22.10, —-22.01

3456780, 3048675, 3045867 , 3408765, 3045678, 3405678

Representa en una recta numérica los nimeros que se indican:
0.1, 0.35, 0.2, 0.25, 0.05

-1.75, 12, =05, 1, 0.25

-0.18, 0.08, -0.28, 0.58, —0.88, 0.48

-30.56, ~30.67, -30.88, —30.84, -30.72, —30.04, -30.16

-210, ~120, —200, —140, —100, —125, —180

0.004, 0.0038, 0.002, 0.0015, .0050, 0.001
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1.26. Representa en una recta numérica los nimeros que se indican:
a) 154,182, 16, 17.3

b) 105, 10.65, 10.80, 10.45, 10.2

c) 608,613, 625, 59.8, 62.7, 61.6, 62.2

d) -204,-218, -223, —19.5, -21.5, 226, —20.9

e) 10075, 101.25, 99.75, 1015, 102.25, 99

f) 112, 1.02, 122, 1.20, 1.01, 1.42, 1.04, 1.44, 1.24
g 075,.705, .075, 0.50, .1, .17

h) -87,-75,-6.4, 9.6, -53, -3.1, —4.6

iy 08,-15,-03, 0.1, 04, 0.7, —1.1

j)  -0.15, -0.25, -0.05, ~0.75, -0.1, ~0.5

k)  0.405, 0.280, 0.34, 0.5, 0.100, 0.08

) -1.2, 23, -34, 45, -56, -6.7, -7.8, -8.9

1.3. NUMEROS REALES

En esta ultima seccion del capitulo concerniente a los nimeros, ve-
remos brevemente cémo son los nimeros con los que se realiza la
mayor parte de las mediciones y los célculos en ciencia y en la vida
cotidiana: los nimeros reales.

En general, los ntimeros reales se expresan como decimales. Es-
tos pueden ser de la forma de los ndmeros decimales que ya hemos
visto, como

0.5, -2.333..., 58.6201, -0.1, 3, 52.171717..., etc.
pero también pueden tener una cantidad infinita de cifras decima-
les no periddicas. Algunos ejemplos conocidos son:

1=3.14159265358979323846... , V2= 1.41421 356237309504880...
1.01001000100001000001000000100000001...

Los ndimeros reales tienen muchas propiedades matematicas y en-

tre ellas vale la pena mencionar que:
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> Los ntimeros reales “llenan” toda la recta numérica: cualquier
numero real corresponda a un punto de la recta y viceversa,

cualquier punto de la recta corresponde a un ntimero real.

1.3.1. Los nimeros reales como conjunto de niimeros
Muy probablemente en algin momento de tu formacién acadé-

mica te mencionaron los distintos conjuntos de nimeros: natura-

les, enteros, racionales, reales, etc.
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Numeros Ntimeros Numeros

naturales enteros racionales

Numeros
complejos

Cada uno de estos conjuntos estd incluido dentro de otro y se ca-
racterizan por lo siguiente:

Naturales
Los niimeros que sirven para contar.
Ejemplos: 0, 1, 2, 3, etc.
Suelen representarse con la letra N

Enteros
Agrupan a los naturales y a sus negativos.
Ejemplos: Los anteriores, y ademads:
-1,-2,-3, etc.
Suelen representarse con la letra 7

Racionales
Agrupan a los enteros y a las fracciones.
Tienen una expresion decimal finita o periédica.
Ejemplos: Los anteriores, y ademas:

28 8 5 1 1 1 1 5 8 28
3

"3’ 5’ 8 3 256 256 3 8 5
-584.64545....,-63.2,-3.33...,-0.53821,-0.5,
0.5,0.53821,3.33..., 63.25, 584.64545, etc.

Suelen representarse con la letra Q

Reales
Agrupan a los racionales y a los irracionales; estos tiltimos
son niimeros que tienen una expresion decimal infinita
en la que no se repite ningiin ciclo. Llenan la recta numérica.
Ejemplos: Los anteriores, y ademas: J2 =1.414213562. ..,
m=3.14159265..., e = 2.7182818...,0.01001000100001...., etc.
Suelen representarse con la letra R

Complejos
Ya no se representan en la recta sino en el plano.
Ejemplos: Los anteriores, y ademds: -2, 5 + 3 /-1 , etc.
Suelen representarse con la letra C
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1.3.2. Orden de los numeros reales y recta numérica

Cuando se trabaja con ntimeros reales se aplican las mismas reglas

para ordenar que se vieron al considerar los naturales, los enteros

negativos y los racionales. Por esa razén lo que presentamos en se-

guida es un resumen de todo ello:

No se comparan numeros con nueve periddico (es decir,
los que tienen series infinitas de nueves decimales, como
5.2399999...) sino sus equivalentes (es decir, los nimeros que
resultan de sumarle 1 a la cifra anterior al primer 9 de la serie,
como 5.24), como se vio en las paginas 59 y 60.

Cualquier nimero positivo es mayor que cualquier nimero
negativo.

El cero es menor que cualquier nimero positivo y mayor que
cualquier nimero negativo.

Para comparar dos ntimeros positivos, se compara primero
la parte entera; si una de ellas es mayor que la otra, ese es
el nimero mas grande. Si las dos partes enteras son iguales,
se comparan décimos con décimos, centésimos con centési-
mos, y asi sucesivamente hasta que haya una diferencia, y esa
diferencia es la que marca cudl de los dos ntimeros es mayor.
Para comparar dos nimeros negativos, se procede como
si fueran positivos y el resultado final se invierte debido al
“efecto espejo”

También puedes utilizar la calculadora para hacer la resta en-
tre los dos nimeros y observar el resultado: si este es positivo
significa que el primer nimero que tecleaste es el mayor; si
es negativo significa que es el menor, y si es cero significa que
los dos son iguales. Por ejemplo:
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como

como

como

como

como

como

como

como

21 @ 2483 @ 2583

2uel @ @ ® 2 @ & esE

5% & 153 @ e

153 @& s @ B

SN CN O REEE ) P
W e @ ® s @ e e
seE s E@e

e @ e @ E e

, concluimos que
, concluimos que
, concluimos que
, concluimos que
, concluimos que
, concluimos que
, concluimos que

, concluimos que

—2.1<0.483

0.483>-2.1

1.572>1.53

1.563<1.572

-1.572<-1.53

,—1.63>-1.572

1.570 =1.57

,—1.67=-1.570

En la recta numérica es donde mds claramente se puede apreciar el

“efecto espejo”, que vimos por primera vez con los nimeros ente-

ros (pagina 34). Pero ademads, con muchos nimeros decimales, nos

conviene también recurrir a la otra ayuda visual que hemos utili-

zado: la lupa (pédgina 66). Veamos entonces como recurrir a ambas

ayudas para ubicar en la recta numérica, por ejemplo, los nimeros
0.58,-0.58 y -1.746:
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' V A Y '
05 0.6
\
‘\
Y -058 |
1 |.| _ 1
-0.6 -0.5
(o)
1.8 U .7
/
l' ‘\
. N
4 -1.746 'Y
I I I I ' I I I
175 1.74

Y los tres ntimeros se representan asi en la recta numeérica:

-1.746

-0.58

0.58
2 -1

1.3.3. Desigualdades e intervalos de niimeros reales

0

1

En las paginas 24 a 26, vimos que entre los nimeros naturales una

expresion como x > 4 quiere decir que x es un nimero natural que
puede tomar los valores 5,6, 7, 8,9, 10, 11,12, 13... Es decir, todos los
numeros del conjunto formado por 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,12, 13... sa-

tisfacen la relacién x > 4. En este apartado veremos dos formas para
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expresar conjuntos de nimeros reales que satisfacen relaciones de
orden con uno o dos nimeros dados: desigualdades e intervalos.

Como estaremos hablando de orden, podrias querer revisar el
resumen que se hizo al respecto en las paginas 60 a 64.

Desigualdades

En la siguiente tabla ampliaremos el ejemplo x > 4 con el que ha-
biamos trabajado en las paginas 24 a 26, y veremos qué conjun-
tos de nimeros satisfacen las diversas expresiones de igualdad o
desigualdad, resaltando las similitudes y las diferencias que tienen
estas desigualdades cuando se trata de nimeros naturales y cuan-
do se trata de nimeros reales.

...escribimos Valores que puede tomar x en los nimeros...
Si sabemos cualquiera
que... de estas dos
expresiones: naturales reales
x es igual x=d | a=x Solamente Solamente
ad 4 4
s 0.1,2,3.5,6, Cualquiefnﬁmem real que no sea 4.
distinto | x#4 | 4#x | 7,8,9,10,11, Por ejemplo, 152634, -7,
ded 12,13,14... -6.32,-0.001, 0, 0.548, 1, 2, 3, 3.99998,
4.001,6.998, 7, 8.56, 11, 14, 18762.15...
e Cualquier niimero real que sea mayor
mayor >4 4<x 5,6,7,8,9,10, ‘ que 4.
que 4 11,12,13... | Por ejemplo, 4.0001, 4.2352, 5, 6, 7.802,
8,10.52,12.51,14...
res Cualquier niimero real que sea menor
menor x<d | a>x Solamente . que 4.
que 4 0,1,2,3 Por ejemplo, —1526.34, -4, -2.32,
-0.001, 0, .54, 1,1.56, 3, 3.998...
xes 4 y cualquier niimero real que sea mayor
m.ayor o >4 d<x 4,5,6,7,8,9, . que 4.
igual 10,11,12... | Por ejemplo, 4,4.8947082, 5, 6.02, 8, 9,
que 4 47.23,10.562...
xes 4y cualquier niimero real que sea menor
menor o Solamente que 4.
. x<4 42x .
igual 0,1,2,3,4 Por ejemplo, -1526.34, -4, -2.3,-0.01,
que 4 0,0.58,1,1.5,2, 3,3.998, 4
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Observa entonces que las expresiones escritas son idénticas a las
que usamos con los nimeros naturales y que, como en aquel caso,
se pueden leer de izquierda a derecha o de derecha a izquierda.
Otra similitud es que nuestro interés estd centrado en x, por lo
que el sujeto de nuestra frase es x (no 4). Sin embargo, los valo-
res que puede tomar x cuando se trata de nimeros reales (dltima
columna de la tabla) incluyen a los que puede tomar cuando se
trata de ndmeros naturales (pentltima columna), y salvo en el
caso x = 4, se agregan muchos otros. La diferencia reside en el he-
cho de que los nimeros naturales son puntos aislados en la recta
numérica, pero los nimeros reales llenan, de manera continua,
toda la recta.

Veamos justamente como son, en la recta numérica, dos ejem-
plos de desigualdades: x 2 4 y x < 10. Representaremos los valores
posibles con @y, cuando son continuos, con una raya gruesa.

Numeros naturales Numeros reales
—eoeooce0000000 > | T T T
24 e ——
0 2 4 6 8 10 12 14 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14
1 -
<10 o000000000 — > T T T >
0 2 4 6 8 10 12 14 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

En el caso de la desigualdad x < 10 entre ntimeros reales, quere-
mos representar que todos los nimeros reales que son menores de
10 (pero no 10) satisfacen la desigualdad, pero la raya gruesa pa-
rece que llega al 10: esa representacién de x < 10 es practicamen-
te indistinguible de la de x < 10. Para representar que un conjunto
de niimeros NO incluye a uno en especial usaremos el dibujo o. De
esta forma, la representacion en la recta numérica de la desigualdad
x < 10 entre nimeros reales queda asi:

:||||VIP
6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
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De manera similar a cuando hablamos de ndmeros naturales, pode-
mos pensar en nimeros reales que cumplan con las dos desigualda-
des de arriba: que sean mayores o iguales que 4 y ademas menores
que 10. Escribimos eso asi: 4 < x < 10, y los nimeros que satisfacen
ambas condiciones quedan como se ilustra abajo.

Numeros naturales Numeros reales
— 000000 ——— > e e e S —T>
T T T >
45x<10 o 2 4 68 10 1214 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

Recuerda que es mejor no leer la expresion 4 < x < 10 de izquierda
a derecha, sino que, como el centro de nuestro interés es x, ahi es

donde empezamos a leer:

4 < x < 10
x es mayor o igual que 4 y menor que 10

Desigualdades como la anterior se pueden expresar también con

intervalos, mismos que veremos a continuacion.

Intervalos
Un intervalo es el conjunto de nimeros que se encuentran entre
dos nimeros dados, que son los limites o extremos del intervalo.
Los limites pueden ser o no parte del intervalo. Para ver cémo es
esto, consideremos los siguientes ejemplos:
+ En el intervalo (4.1, 5.2) estdn todos los nimeros que son
mayores que 4.1 y menores que 5.2. Esto es, son los numeros
x que satisfacen
41<x<5.2
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Por ejemplo, 4.9 estd en el intervalo, porque 4.9 > 4.1 y porque
49<52

4.9
O @ >
4.1 5.2
Expresamos esto asi:
49€(4.1,5.2)

(el simbolo € se lee “estd en” o “pertenece a”).

Los numeros 3.6 y 6.4 no estdn en el intervalo,
3.6 6.4

N N N N

4.1 52

Y

lo que expresamos asi:
36¢(4.1,52) y 64¢(4.1,52)
(el simbolo € se lee “no estd en” o “no pertenece a”).

Los limites del intervalo, 4.1 y 5.2, tampoco estan en él:

Y

N -/

41 5.2
41¢(41,52) y 52¢(4.1,52),
porque 4.1 no es mayor que 4.1 (sino igual), y 5.2 no es menor que
5.2 (sino igual).

En resumen:
3.6 4.9 6.4
O O 0 O >
41 52
3.6¢(4.1,5.2), 49€(4.1,5.2), 6.4¢& (4.1, 5.2)
41¢(4.1,5.2), 52¢(4.1,5.2),

+  Decimos que los intervalos como (4.1, 5.2), que no incluyen a
sus extremos, son intervalos abiertos. Utilizamos paréntesis:
() para denotar un intervalo abierto.
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Ahora veremos un intervalo que si incluye a sus extremos.
Decimos que es un intervalo cerrado y lo denotamos con
corchetes: [ ]. En el intervalo [4.1, 5.2] estan todos los nu-
meros que son mayores o iguales que 4.1 y menores o iguales

que 5.2
41<x<52
O) H 0O) >
3.6 + 4.9 6.4
4.1 5.2
Aqui,

41€[4.1,52] y 52€[41,52],
porque 4.1 si es mayor o igual que 4.1, y 5.2 si es menor o
igual que 5.2.

Los intervalos también pueden ser semiabiertos (o, lo que
es lo mismo, semicerrados). Por ejemplo, en el intervalo
[4.1,5.2) estan todos los ndmeros que son mayores o iguales
que 4.1 y menores que 5.2

41< x<52

3.6 4.9 6.4

Aqui,

41€[41,52) y 52¢[4.1,5.2),
porque 4.1 si es mayor o igual que 4.1,y 5.2 no es menor que
5.2

También es un intervalo semiabierto (o semicerrado) el in-
tervalo (4.1,5.2]. En él estdn todos los nimeros que son ma-
yores que 4.1y menores o iguales que 5.2
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Aqui,

41¢(41,52] y 52e€(4.1,5.2],
porque 4.1 no es mayor que 4.1, y 5.2 si es menor o igual
que 5.2

Decimos que [4.1, 5.2) es cerrado por la izquierda y abierto
por la derecha, y que (4.1, 5.2] es abierto por la izquierda y
cerrado por la derecha.

Observa que siempre que escribimos un intervalo empezamos por

el numero menor. Asi, cuando se habla del intervalo (g, b), es claro

que b no puede ser menor que a.
Los limites de intervalos (ya sea abiertos o cerrados) pueden ser

positivos, negativos o cero; se aplican las mismas reglas que aca-

bamos de presentar, incluyendo que primero se escribe el nimero

mads pequeno. Ejemplos:

(0, 1) son todos los nimeros x tales que 0 < x < 1
[-1.5, 0] son todos los niimeros x tales que —1.5<x<0
[-1.96,-0.32] son todos los nimeros x tales que

-1.96 < x<-0.32

(-2.605,-2.506] son todos los nimeros x tales que
—2.605 < x < -2.506

(—4.053, 2.62) son todos los nameros x tales que
—-4.053<x<2.62

[—4.053, 2.62) son todos los numeros x tales que
—-4.053<x<2.62

En resumen, los conjuntos de niimeros con relaciones de orden con

dos nimeros reales dados se pueden expresar como desigualdades,

o bien, como intervalos. Por ejemplo:
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Expresion Expresién
Descripciéon como como
desigualdad intervalo
+ Todos los niimeros que son mayores que
41<x<52 (4.1, 5.2)
4.1 y menores que 5.2
+ Todos los niimeros que son mayores o
. . 41<x <52 [4.1,5.2]
iguales que 4.1 y menores o iguales que 5.2
+ Todos los nimeros que son mayores o
. 41<x<52 [4.1,5.2)
iguales que 4.1 y menores que 5.2
+ Todos los niimeros que son mayores que
. 41<x<52 (4.1,5.2]
4.1 y menores o iguales que 5.2

Hasta ahora hemos visto cémo expresar como intervalos los con-
juntos de ndmeros que estdn entre dos nimeros reales dados. Nos
falta ver como expresar como intervalos conjuntos que satisfacen
desigualdades como x = 4, 0 como x < 10

En el primer caso los nimeros reales que satisfacen la desigual-
dad x = 4 son todos los que son mayores o iguales que 4, es decir,
de 4 en adelante, nimeros como 4.00001, 6.8, 21, 135273, niimeros
tan grandes como queramos, jhasta el infinito! Podemos simbolizar
el infinito como %, y entonces los conjuntos de nimeros que son
mayores o iguales que 4 se pueden expresar de cualquiera de estas
formas:

Expresion como Expresion como
Descripcién . .
P desigualdad intervalo
Todos los numeros que son
. xz4 (4, )
mayores o iguales que 4

De manera similar, si queremos hablar de todos los niumeros mayo-
res que 4, lo podemos expresar asi:
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DD eion Expresién como Expresién como
P desigualdad intervalo
T 1 numer n
odos los numeros que so o4 (4. )
mayores que 4

En cuanto a los nimeros reales que satisfacen la desigualdad x < 10,
son todos los niimeros reales que son menores que 10, lo que inclu-
ye por ejemplo a 9.7, 1.5, 0 y todos los negativos, es decir, los ntime-
ros mds pequenios, tan pequefios como queramos. Simbolizaremos

esto con —o0, y entonces tenemos:

.. Expresion como Expresién como
Descripcién Xpre :
desigualdad intervalo
Todos los nimeros que son
q x<10 (=20, 10)
menores que 10

Finalmente, para hablar de todos los ntimeros menores o iguales

que 10, tenemos:

Descripcién Expresién como Expresién como
P desigualdad intervalo
T los ntimer n
odos los 1imeros que so <10 (=, 10]
menores o iguales que 10

Finalizaremos este paragrafo con dos observaciones:

> El simbolo o significa “tan grande como se quiera”y por ello

es el segundo término en la notacién de intervalo, mientras

—oo significa “tan pequeiio como se quiera” y por ello siempre

es el primer término en la notacién de intervalo.

> Como o0 y —o0 no son nimeros, nunca se habla de intervalos

cerrados en % ni en —oo,
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EJERCICIOS

En esta seccion no se incluyen ejercicios de orden de niimeros rea-
les ni de ubicacién en la recta porque, como se menciond, la mane-
ra de resolverlos es la misma que con niimeros decimales. Si deseas
resolver ejercicios de estos topicos, te recomendamos que consultes
los ejercicios 1.21 a 1.26.

Recuerda que los ejercicios con numeracién par son similares a
los que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres nece-
sarios para tu proceso de aprendizaje.

1.27. En cada uno de los siguientes incisos, indica si los niumeros
que se dan pertenecen o no al intervalo indicado.

a) Intervalo [2.4,3.2)

3 « 2.4000 . 2.04
<28 .« 317 . 2.40
325 * 52 . 9/4
- 3.1999

b) Intervalo [-1.05, 1.05]

.0 - 1.03 + 1.050
.1 . % . 0.932
«—1.03 « 1.049 «—0.98
«_15 « —1.0500

¢) Intervalo [-7.5,—4.5]

.« —4.49 «—45 .« — 451
.-5 <0 .« —4.99
<-4 «— 751 <749
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d) Intervalo (-0.5,-0.3]

* —0.499 * —0.250 »+—0.50
»+—0.05 +—0.75 * —0.299
* —0.301 +-02 *+-0.30

e) Intervalo [3.03,3.08)

» 33/10 + 3.05 + 3.079
* 3.01 + 3.08 + 3.030
» 3.003 » 3.025 » 3.50

f) Intervalo (-4/3,-1/3)

. -1 - —3/4 - -1.033
«-13 . —5/4 - —~1.303
+-0.33 +-133
« 172 < -0.36

1.28. En cada uno de los siguientes incisos, indica si los numeros
que se dan pertenecen o no al intervalo indicado.

a) Intervalo [-0.65, 0.65]

*+-0.59 +—0.61 » —0.650
* 6/10 » 0.608 » 0.64
e —1 + 0.065

b) Intervalo (5, 5.5]

*5 + 545 + 5.51
*5.05 * 5.49 *5.41
* 5.50 + 5.050 *4.99

¢) Intervalo (1.29, 1.39)

*1.36 14 13
*1.28 +1.289 * 4/3
*1.29 +1.38 + 1.2901
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d) Intervalo (-1, 1)

- 0.85 .« 312 - 0.757
o1 < 1.01 « —0.9999
. 2 «—0.01

3
.0 * 5/5

e) Intervalo [1/2, 3/2]

<0 < 1.44 R
<13 * 1.750 ‘3
<05 o1 » 0.25
*1.05 * 1.751

f) Intervalo [0.1,0.2]

«0.10 * 0.150 * 0.109
* 0.199 + 10/200 + 0.09
« 0.01 *0.12 + 0.200

g) Intervalo (-8.5,0)

«—1.8 *—10.2 +—8.6
0 +—01 + —8.51
«-75 «-9

«—85 * —8.499
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Una vez que ya hemos cubierto las distintas clases de nimeros nos
dedicaremos, en este capitulo, a estudiar las operaciones entre ellos.
El capitulo consta de cuatro secciones:

+ La primera se dedica a las operaciones bdsicas. Lo que nos
parece mds importante es que sepas utilizar la calculadora,
y que reflexiones en torno a dos aspectos fundamentales:
cuando se usa cada una de las operaciones y qué hacer con
los resultados.

+ En la segunda seccién hablaremos de tres nimeros especia-
les: el 0, el 1 y el 10, y, a propdsito de este tltimo, de la nota-
cién cientifica.

+ Posteriormente veremos cémo redondear niimeros.

+ Para finalizar, abordaremos los procesos de medicién y de la

conversion de unidades.

Cabe anotar que en este capitulo trataremos, principalmente, de
expresiones con una sola operacién (exclusivamente una o varias
sumas, una o varias multiplicaciones, etc.). Sin embargo, la mayo-
ria de las expresiones de cdlculos que se utilizan en las aplicacio-
nes comunes de las matemadticas (como la Estadistica) contienen

varias operaciones con numeros reales. Esas aplicaciones son tan
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importantes que el capitulo 4 del libro estd consagrado a ver como
hacer esos célculos. Tanto este capitulo como el siguiente te prepa-
raran para ello.

2.1. OPERACIONES BASICAS

Aqui consideraremos como operaciones basicas de los nimeros a
la suma, la resta, la multiplicacién, la division, la potenciacién y la
radicacion.

En esta seccion dedicaremos un primer apartado a revisar como
se escriben y como utilizar la calculadora para realizar operaciones
con numeros decimales. Un segundo apartado estd consagrado a
los aspectos matematicos de las operaciones, y ahi hemos incluido
también las operaciones con fracciones; a estos aspectos formales
no les concederemos mucha importancia: muchos de esos aspec-
tos, que tu ya seguramente revisaste en tus estudios anteriores, es-
tdn marcados con pantalla durazno para que los consideres como
complemento. En contraposicién con ello, hemos consagrado los
ultimos dos apartados a un par de tépicos que nos parecen mds
relevantes: para qué se usan las distintas operaciones y cudl es el
sentido que pueden tener los resultados obtenidos.

2.1.1. Notacién y uso de la calculadora

En este apartado veremos, de cada una de las seis operaciones:
+  Coémo se escribe.
+ Dénde se encuentra en la calculadora.
+ Algunos ejemplos de la operaciéon con diversos nimeros.

Observa que no trataremos aqui de coémo realizar estas operacio-

nes “a mano”. T has visto estos modos (llamados algoritmos) en
tus estudios previos, cuando te ensefiaron, por ejemplo, que para
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sumar y restar se debe alinear las unidades con las unidades, las de-
cenas con las decenas y asi sucesivamente. Ahora lo que nos parece
importante es que aprendas a utilizar la calculadora para obtener
los resultados correctos; en el siguiente apartado, si lo deseas, po-
drés revisar los algoritmos.

Operaciones en la calculadora con niimeros negativos
Para operar con nimeros negativos recuerda que en la calculadora
el signo — de un ntimero negativo tiene la tecla especial @. Asi que
para marcar en la calculadora la operacién

2+(-6)
debes teclear una de las siguientes dos opciones:

ZE@®EE obien PRAEG-0E

y con cualquiera de ellas obtendras el resultado —4. Es decir, para
sumar un negativo debes utilizar la tecla (8); ademds puedes utili-
zar o no paréntesis en torno al nimero, como cuando escribimos
(-6). En el caso de la suma los paréntesis son opcionales, aunque en
otras operaciones si son necesarios. Nosotras pondremos ejemplos
en todos los casos para que veas cudando son necesarios y cuando
no, pero nuestra sugerencia general es que siempre, al hacer ope-
raciones en la calculadora, se pongan entre paréntesis los numeros
negativos con los que se estd operando.

Suma
La operacién de suma se representa con el signo +, que en la calcu-
ladora es la tecla (&l (a la derecha de los digitos). Los numeros que
se suman se llaman sumandos, y también se llama suma al resulta-
do de la operacién.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:
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- CBEB
- CE®@EE S ytambién PEAEE@I@E S
- @2EITEE ytambién @@ -@BEILTEEG

Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas sumas y verifica
que obtienes el mismo resultado; eso te ayudard a ir aprendiendo
el manejo de la calculadora. Prueba con tu calculadora y si el resul-
tado que obtienes no es el que indicamos aqui, o si en la pantalla
aparece la letra E o la palabra ERRCR, consulta el instructivo de la
calculadora.

. _2+(-8)=-10

* 1823 +92=1915

.« 8+ (-15)=-7

. (-7)+8=1

* 7254 +3.086 = 75.626

 (~1.028) + (1.0028) = —0.0252

.« 8.42+(-842)=0

Resta
La operacion de resta se representa con el signo —, que en la calcu-
ladora es la tecla &l (a la derecha de los digitos). El resultado de la
operacion se llama resta o diferencia.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:

- dWibE b

- CE®EET ytambién CEE®@o@E T

. @EEE -8 ytambién @ WEEE B

Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas restas y comprueba
que obtienes el mismo resultado.

- 2-(-8)=86

.« 185-42=143
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« 42-185=-143
« 91-52=-143

« 52-91=-143

« 8-(-15)=23

+ (-0.77) - (~0.88) = 0.11

+ _72.54-3.086 = -75.626
« 517-517=0

« (-5.17)=(-5.17)=0

Multiplicacién
Hay distintas formas de expresar la operaciéon de multiplicacion.
Por ejemplo, todas las expresiones siguientes indican que se debe
multiplicar 3 por 5:

3x5 (3)(5) 3(5) (3)5 35
Cuando se utilizan letras, el signo x puede ser un elemento de con-
fusién con la letra x (equis), por lo que también se expresan las
multiplicaciones utilizando un punto “+”, paréntesis “( )” o sim-
plemente la secuencia. Para expresar “3 por a” podemos escribir:

(3) (@) 3(a) 3:a 3a

En la calculadora, se usa la tecla &3 (a la derecha de los digitos).
Ademds, en algunas calculadoras se pueden usar las teclas de parén-
tesis @l y @, como se acaba de indicar.

También hay algunos paquetes de computo, como Excel, en los
que la multiplicacién se suele denotar con el signo *. Asi, por ejem-
plo, 347 multiplicado por 17 puede escribirse: 347*17.

Los nimeros que se multiplican se llaman factores, y el resulta-
do de la operacién se llama producto.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:

- CABEE

- PE8@EE-5 ytambién PEHE@I@E -5

- MCE@sE-E ytambién @ EEEE -6
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Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas multiplicaciones y
comprueba que obtienes el mismo resultado.

« (-2)x(-8)=16

* 0.14x0.268 = 0.03752

« 1.4x(-0.25)=-0.35

« 1.4x(-0.25)=0.35

* 896.3407x0=0

* 0.125x8=1

* —0.002 x (-0.001) = 0.000002

Nota: Si al hacer la dltima operacién obtienes un resultado “ex-
trafio” en una calculadora tipo Casio, pulsa varias veces la tecla ez
hasta que aparezca la opcién “Norw”, eligela con el nimero corres-
pondiente y luego pulsa el c.

Divisién
Para indicar la division 35 entre 5 se puede utilizar cualquiera de las

siguientes expresiones:

35

s 35/5 35:5 535

35+5
(Observa que en las primeras cuatro expresiones el namero 35 se
escribe primero, pero que en la tltima, el 35 va dentro de la “casita”).

En la calculadora se usa la tecla ki (a la derecha de los digitos).
El resultado de la operacion de division se llama cociente.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:

- BEESs

- PE@EE 25 ytambién 2@ EI@CEBE 825

. @2EIE 25 ytambién EE@EBEETE 225
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Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas divisiones y com-
prueba que obtienes el mismo resultado.

. 2+(-8)=0.25

* 0.1752 + 0.03=5.84

* -0.1752+0.03 =-5.84

* 0.1752 + (-0.03) =-5.84

* -0.1752 +-0.03 =5.84

* —6.3089 + (-6.3089) = 1

* 0+47=0

Es importante sefialar que NO SE PUEDE DIVIDIR ENTRE
CERO. Observa qué pasa si tecleas la operacion 47 + 0 en tu calcu-
ladora (para salir de ese mensaje pulsa las teclas &, &3 o ©@).

Potenciacion

La potenciacién se representa con un nimero pequeio escrito a la
derecha y arriba. Por ejemplo, 6 al cuadrado se escribe 62,y 5 ele-
vado a la séptima potencia se escribe 57. En estos ejemplos los nu-
meros 2 y 7 se llaman exponentes, y el resultado de la operacién se
llama potencia.

En la calculadora hay una tecla para elevar al cuadrado, que nor-
malmente aparece como E3; algunas tienen, ademas, una tecla para
elevar al cubo, €8 y para otras potencias puede haber una tecla
o bien una tecla @. Algunas calculadoras requieren que se ponga el
signo “igual” (es decir, la tecla &) después de pulsar estas teclas, si
bien en otras no es necesario. Es conveniente que tt sepas cdmo
funciona tu calculadora.

Hay muchos paquetes de computo, como Excel, en los que la
potenciacién se suele denotar con el signo A. Asi, por ejemplo, el
cuadrado y la séptima potencia de 458 pueden escribirse, respecti-
vamente, 45872 y 458A7.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:
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- B &M o bien f@Cc &M
- 2O@EE o bien cEIES
=l o = o bien c@5 L 25R

- ®3108-5 PERO EN CAMBIO (@ I @B &5
. @°@5E 56 pero EN caMBIO E @ 2 @B @B & 256

Observa que al teclear (8) 3 €8 le estamos indicando a la calcula-
dora que queremos el negativo del cuadrado de 3, por lo que da
el resultado —9, mientras que al teclear [ (] 30 le estamos
indicando que queremos el cuadrado del ntiimero negativo (-3). Es
decir, para elevar (—3) al cuadrado es necesario teclear los parénte-
sis en torno a (—3) para que dé el resultado correcto (—3)%=9. De la
misma manera, para elevar (—2) a la octava potencia es necesario
teclear los paréntesis en torno a —2 para que te dé el resultado co-
rrecto (—2)8 =256.

Por ello, nuestro consejo es que siempre que eleves a alguna po-
tencia un nimero negativo, pongas paréntesis en torno a él.

Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas potencias y
comprueba que obtienes el mismo resultado.

e 2*=16

- (=2)=16

e 28=8

o (_2)3 =_8

* 0.4°=0.064

+  (—0.4)*=—0.064
* 6.47'=6.47

e 0%8=0

o 158 =1

También puede haber exponentes negativos. Elevar un nimero a
una potencia con exponente negativo es lo mismo que dividir 1 entre

el ndmero elevado al exponente positivo. Por ejemplo:

g4t _ 1 1
34 3x3x3x3 81
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(Si haces esta ultima operacién con la calculadora, tecleando
3 H &), obtendrds el mismo resultado que si tecleas 1 ki BY).
Finalmente, en algunas expresiones puedes encontrarte con un
exponente igual a cero. El resultado de cualquier niimero (distinto
de cero) elevado a una potencia cero es 1. Por ejemplo, puedes veri-
ficar en tu calculadora que
30= 1 (—4)0 =1 0.50=1 (—0.6)° =1

(Si tecleas 0° la calculadora te mandara un mensaje de error: efecti-
vamente, esa operacion no puede realizarse. Para salir de ese men-

saje pulsa las teclas &, & o0 @).

Radicacion

La radicacién se representa con el simbolo +/ . Por ejemplo, la raiz
cuadrada de 81 se escribe /81 0, sencillamente, /81, y la raiz cuarta
de 1296 se escribe 4/1296. En estos ejemplos los ntimeros 2 y 4 se lla-
man radicales, y el resultado de la operacién se llama raiz (~/4096 es
la “raiz cuadrada” de 4096, 34096 es la “raiz ctbica” de 4096, 4/4096
es la “raiz cuarta” de 4096, y a partir de ahi seguimos usando nime-
ros ordinales para los radicales: raiz quinta, raiz sexta, etc...). Para
efectos précticos consideraremos en este manual solamente radica-
les enteros de dos en adelante.

En la calculadora hay una tecla para sacar raiz cuadrada, @.
Algunas calculadoras tienen una tecla para sacar raices ctbicas,
marcada @, y/o una tecla para sacar otras raices, marcada como
@. Si tu calculadora no cuenta con esta tltima tecla, puedes
calcular cualquier raiz como si fl}era una potencia con exponente
fraccionario, por ejemplo: /8 = 8°.

Verifica que al teclear estas operaciones obtienes lo mismo que
marcamos aqui:
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- @BECEEEY...  obien B @ BB
R o bien L ET R
o bien IOl G108
o bien T CHER) |- B
. @ -2 y también PO BE-:

(En algunas calculadoras no es necesario teclear el signo & des-
pués de las teclas DD

Otros ejemplos: realiza con tu calculadora estas raices y comprueba
que obtienes el mismo resultado.

. %a9=7
. J144=12

e 4/0.3754 = 0.612698947...
« 3/0.000008 = 0.02
. 3/-2.5=-1.357208808...

. %:O
. %:1
o %:3

Es importante sefialar que entre los nimeros reales NO SE PUE-
DE OBTENER UNA RAIZ PAR DE UN NUMERO NEGATIVO,
como V-9 o como 4~81. Observa qué pasa si tecleas la operacion
V-9 en tu calculadora (para salir de ese mensaje pulsa las teclas

@@E-0).

2.1.2. Desde un punto de vista formal

Significado

La suma es la operacién a partir de la cual se pueden definir las

demds. Sumar dos nimeros naturales se puede entender como
juntar o combinar dos colecciones de objetos. A partir de esa
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operaci6n bdsica, las demds operaciones se pueden entender asi

desde un punto de vista formal:

La resta es la operacién inversa de la suma

La multiplicacién es equivalente a repetir sumas

La divisién es la operacion inversa de la multiplicacion
La potenciacién es equivalente a repetir multiplicaciones

La radicacién es la operacién inversa de la multiplicacion

Veamos esto en unos ejemplos:

4 + 3 =7. Si hay una coleccién con 4 elementos y otra con 3,
la coleccién que se forma al juntar las dos tiene 7 elementos

7 — 3 = 4. El resultado de la resta, 4, es el nimero que sumado
a3da7

4 x 3 =12. Si se suma a si mismo 3 veces, el resultado es 12; es
decir4 +4+4=12

12 + 3 = 4. El resultado de la divisidn, 4, es el namero que
multiplicado por 3 da 12

43=64. Si se multiplica 4 por si mismo 3 veces, el resultado es
64; es decir 4 x4 x 4 = 64

3/64. El resultado de la raiz, 4, es el ntimero que elevado al
exponente 3 da 64

Algoritmos de las operaciones con enteros y decimales

Como ya mencionamos, si ti vas a realizar los cédlculos con tu

calculadora no es indispensable que conozcas las maneras de rea-

lizar “a mano” las operaciones, pero las puedes recordar asi:

Aqui daremos por sentado que conoces los algoritmos para

realizar la suma, la resta, la multiplicacién y la divisién con nt-

meros naturales. El énfasis que haremos estd en el manejo de los

decimales y de los nimeros negativos.

Te recomendamos leer las reglas y repetir los ejemplos. Ademas

de hacerlos “a mano”, si lo deseas, realizalos en la calculadora.
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Suma

+ Para sumar se alinean los nimeros con el punto decimal.

+ Para sumar dos nimeros de igual signo se suman los va-
lores absolutos y el resultado tiene el mismo signo que los
sumandos.

+ Para sumar un nimero positivo y un niimero negativo se res-
ta el de mayor valor absoluto menos el de menor valor abso-
luto, y el resultado tiene el signo del de mayor valor absoluto.

Por ejemplo, como

15.008 15.008
+ 0.27 y - 0.27
15.278 14.738

entonces
+ 15.008 +0.27 = 15.278
+  (-15.008) + (-0.27) = —15.278
+  (~15.008) + 0.27 = —14.738
+ 15.008 + (-0.27) = 14.738

En la calculadora, se recomienda poner entre paréntesis los nime-
ros negativos con los que se estd operando; asi, la segunda de estas
operaciones se puede teclear:

S a@®@cdE

Resta

+ Para restar se alinean los niimeros con el punto decimal.

+ Al restar un niimero positivo de otro nimero positivo el
signo del resultado es positivo si el primer nimero es mayor
que el otro, y negativo si es menor.

*  Restar un nimero positivo de un ntimero negativo es lo mis-
mo que sumar los dos valores absolutos, y el resultado tiene
signo negativo.
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Restar un nimero negativo de otro (positivo o negativo) es

lo mismo que sumar su valor absoluto.

Por ejemplo, como

15.008 15.008
- 0.27 y + 0.27
14.738 15.278

entonces

15.008 — 0.27 = 14.738

0.27 — 15.008 = -14.738
—-15.008 — 0.27 = -15.278
15.008 — (-0.27) = 15.278
—-15.008 — (-0.27) = -14.738

En la calculadora, se recomienda poner entre paréntesis los nime-

ros negativos con los que se estd operando; asi, la tercera de estas

operaciones se puede teclear:

[ IO el ) P CJO ki ) S

Multiplicacion

Se multiplican los nimeros como si fueran enteros (es decir,
sin el punto decimal), y al resultado se le ponen tantas cifras
decimales como la suma de las cifras decimales que tengan
cada uno de los dos nimeros.

Silos dos niimeros tienen el mismo signo, se multiplican los
dos valores absolutos y el resultado tiene el signo positivo.
Silos dos nimeros tienen diferente signo, se multiplican los
dos valores absolutos y el resultado tiene el signo negativo.
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Ejemplos:

0.032 x 5.1627 = 0.1652064
(=3.2) x (-5.181) = 16.5792
(-0.032) x 5.1 =-0.1632
0.032 x (-5.1) = -0.1632
0.15x 0.3 = 0.045
1.4x0.25=0.35

Comentarios:

En el penultimo de los ejemplos, como el resultado debe
tener 2+1=3 cifras decimales, hubo que agregar un cero a la
izquierda del 4.
El dltimo de los ejemplos parece contradecir la primera re-
gla (porque el resultado, en vez de tener 3 cifras decimales,
solo tiene 2). Sin embargo, lo que se tiene es

1.4 x0.25 =0.350 = 0.35

En la calculadora, se recomienda poner entre paréntesis los nime-

ros negativos con los que se estd operando; asi, la segunda de estas

operaciones se puede teclear:

(CJOERN) XY CJO R ) =

Division
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Se multiplican x 10 los dos niimeros cuantas veces sea nece-
sario hasta que el divisor sea un nimero entero (el divisor
b <« : » ra
es el nimero que queda “fuera de la casita”, o sea el nimero
entre el cual se divide). Después se divide respetando el lu-

gar del punto decimal.
Silos dos numeros tienen el mismo signo, se dividen los dos
valores absolutos y el resultado tiene el signo positivo.
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+  Silos dos nimeros tienen diferente signo, se dividen los dos
valores absolutos y el resultado tiene el signo negativo.
* NO SE PUEDE DIVIDIR ENTRE CERO.

Ejemplo:

Para calcular 0.1752 + 0.03, 0.03| 0.1752
Multiplicamos por 100 los dos nameros

Y ahora tenemos 3 ,ﬁ

(Puedes verificar en tu calculadora que las dos divisiones de arriba
dan el mismo resultado).

Después se divide de la forma usual, respetando el lugar del punto

decimal: 5.84
31(117.52
25
012
0
Y asi

0.1752 +0.03 = 17.52 + 3 =5.84

Otros ejemplos:
* 0.32+0.004 =80
+  (=3.2) + (~0.000004) = 800,000
. (=0.032)+ 0.4 =-0.08
¢ 0.000032 + (-0.4) = —0.00008

Observa qué pasa en tu calculadora si tecleas 75 + 0 (para salir de
ese mensaje pulsa las teclas G, &3 o ©).

En la calculadora, se recomienda poner entre paréntesis los nu-
meros negativos con los que se estd operando; asi, la segunda de
estas operaciones se puede teclear

CCIOERY P O Rekoinoed ) S
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Potenciacion

Se multiplica el nimero por si mismo tantas veces como
indique el exponente.

Si el exponente es par, el resultado es siempre positivo.

Si el exponente es impar, el signo del resultado es el signo

del ntimero original.

Ejemplos:
¢ 0.3°=0.09
. (-0.3)2=0.09

0.05° = 0.000125
(~0.05)% = 0.0025
(=0.05)° = —0.000125

Es pertinente comentar que elevar a una potencia es multiplicar

un ndmero por si mismo varias veces, por lo que las reglas son las

mismas que las de la multiplicacion. En particular:

El niimero de cifras decimales del resultado es el niamero
de cifras decimales del ntimero original, multiplicado por
el exponente

0.4°=0.4x0.4x0.4=0.064
Las potencias pares siempre son positivas, y las potencias
impares de un nimero tienen el mismo signo que el nt-

mero.

En la calculadora, es necesario poner entre paréntesis los nimeros

negativos con los que se estd operando; asi, la segunda de estas

operaciones se puede teclear

L CJOREL ) | < =

Radicacion

Te recomendamos siempre realizar las operaciones de radicacién

con la calculadora.
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+ Las raices impares tienen el signo del nimero original.

+ Hay dos raices pares de cada nimero positivo: una es posi-
tiva y una negativa (sin embargo, la calculadora solo da el
resultado positivo).

*+ NO SE PUEDEN OBTENER RAICES PARES DE NUME-

ROS NEGATIVOS.
Ejemplos:
. 3728 =12
. 3/-1.727 =-1.199738...
. 23 =4.7958... y V23 = -4.7958...
. 4256 =4 y 4256 = —4

+  Observa qué pasa en tu calculadora si tecleas V-9 o ¥-0.0625

En la calculadora, se recomienda poner entre paréntesis los nime-
ros negativos con los que se estd operando; asi, la segunda de estas
operaciones se puede teclear

GOoe® ' 0a

En la mayoria de las aplicaciones de matemdticas con las que te
enfrentards, no necesitards obtener raices que no sean raices cua-
dradas. Sin embargo, si tienes que calcular una raiz que no sea raiz
cuadrada y tu calculadora no tiene la tecla €3, puedes utilizar el
siguiente resultado general:
1/ = xlin

Este resultado se usa cuando n # 0 y, en general, cuando n es un
numero natural.

Asf, si requieres calcular ¥-35.2 y tu calculadora no tiene tecla
€D, puedes teclear @l -35.2 @ @ @ " < S @8 & para encontrar
el resultado —2.03848975...
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Algoritmos de las operaciones con fracciones

Entre las fracciones se pueden efectuar las mismas operaciones
bésicas que con los niumeros naturales; tienen los mismos signi-
ficados y propiedades y se usan los mismos simbolos. Para reali-
zarlas se pueden seguir ciertas reglas o utilizar la calculadora.

A continuacién te proponemos varias operaciones con las frac-
ciones % y % Realizalas “a mano”, o con la calculadora, y verifica
que obtienes el mismo resultado. Si haces el célculo “a mano” o
con una calculadora que maneje fracciones, debes encontrar como
resultado la fraccion que indicamos. En las otras calculadoras,
la fraccion se teclea como una divisién y entre paréntesis, como
% =@ 5 =~ @; si lo haces asi el resultado estard expresado en

forma decimal. Aqui damos el resultado de las dos formas

. 9,258 _
45 20 =265
9 2_37 _
4 5 20 185

. 9,2_18_9
4 5720 1009
9.2 45_
258 =5.625

9\ 81
. (4—_> —1——50625

En general, el uso mas frecuente de las fracciones estd restringido
a las fracciones positivas. Es por ello que aqui no se habla de frac-
ciones negativas; sin embargo, en caso de necesitar operar con
fracciones negativas, puedes seguir las mismas reglas acerca de los
numeros positivos y negativos que se senalaron anteriormente.
Por otra parte, para operar con fracciones mixtas conviene ma-
nejarlas mediante una fraccion equivalente, o directamente en una
calculadora que maneje fracciones mixtas: consulta el instructivo
de la tuya si te ves en la necesidad de operar con fracciones mixtas.
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Suma

+ Se convierte cada una de las dos fracciones en otra equiva-

lente, de tal modo que las dos nuevas tengan el mismo de-

nominador. El resultado de la suma es una fraccién cuyo

denominador es el denominador comtn y cuyo numera-

dor es la suma de los (nuevos) numeradores.

Ejemplo:
9,2_9x5 2x4_45 8 _45+8_53
4 5 4x5 5x4 20 20 20 20

Veriﬁcaci(')n con la calculadora:

il % — 53 68 28 G 255

Otros ejemplos:

5+ _ 87 4 1064.
87 56
. 1,2 23 _(365079...

Resta

+  Misma regla que con la suma, restando en lugar de sumar.

Ejemplo:
9 2 9x5 2x4 45 8 45-8 37

4 5 4x5 5x4 20 20 20 20

Verificacion con la calculadora:

9 2
____(9- ln—nE-Jn-

v también z—g — 37628 165
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Otros ejemplos:

. _—_—1_—
57 =5g =0-339...
. 5 7 363
== T7=11 =0.30252...
Multiplicacion

*+ El resultado es una fraccién cuyo numerador es el pro-
ducto de los dos numeradores y cuyo denominador es el
producto de los dos denominadores.

Ejemplo:
9,2 9x2_18
475 4x5 20

Verificacion con la calculadora:

2
%xg - Ga'DUl: a-oa:s

v también % 1 e -1

Otros ejemplos:

5 1 5
§X§=E_O'1O4"
- 3721 4
7 3 21
Division

+ El resultado es el mismo que el de multiplicar la primera
fraccién por el inverso de la segunda (es decir, invirtiendo
el numerador y el denominador)

Ej lo:
jemplo ox5 45

4x2 8

9.2_9 5_
4°5 4" 2
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Veriﬁcaci(’)n con la calculadora:

Z_E - fTa'a 0° @ S EshEs

il % — 5 €28 ESES

Otros ejemplos:

§—1=i=0 183673...

7 3 49

4.6.28 19333

5 7 30
Potenciacion

* Elresultado es una fraccién cuyo numerador es el numera-
dor elevado a la potencia indicada, y cuyo denominador es
el denominador elevado a la misma potencia.

(g)z_z_g
4) 4% 16

Verificacion con la calculadora:

(%j CCELERL) |~ [ =y

Ejemplo:

y tamblen — = Bl BlE 58625

(=]

Otros ejemplos:

Radicacion
+ El resultado es una fraccién cuyo numerador es la raiz del
numerador, y cuyo denominador es la raiz del denominador.
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9 A 9 3
—_—=—=—

Verificacion con la calculadora:

\/g:ng- LI“-‘IS,

y también

N w
1l
(K]
i

Otros ejemplos:

. i—l—
2% 5

. 268 _oss71a..
49" 7

Propiedades de las operaciones
Si te interesa conocer las propiedades matemadticas de las operacio-
nes en los distintos conjuntos de nimeros (naturales, enteros, ra-
cionales, reales), ademas de una explicacion acerca de por qué hay
tres operaciones que no se pueden realizar (la divisién entre cero,
las raices pares de negativos y 0°), lo puedes ver a continuacion:
Aqui se revisardn las propiedades de las operaciones entre los
numeros naturales (N), los enteros (Z), los racionales (Q) y
los reales (R). No consideraremos las propiedades de las ope-
raciones entre los nimeros complejos (C), debido a que los nu-
meros complejos practicamente no se utilizan en la vida diaria.
En cada conjunto de ntimeros hay operaciones cuyo resul-
tado siempre estd en el conjunto y otras que no. Por ejemplo, dos
numeros naturales siempre se pueden sumar y el resultado es
un ndmero natural (como 13 + 88 = 101, que es un numero na-
tural), pero a veces la resta de dos nimeros naturales no es un
nuimero natural (como 5 — 13). La siguiente tabla ilustra cudles
operaciones siempre tienen resultados dentro de cada conjunto.
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Suma Multiplicacién Potenciacion
yresta y division y radicacién
+ O ~ @ x & + @ x o Ie

«
OO | O | S —————————
<
- . . . .
B | Lasumasiempre es El producto siempre es un La potencia siempre es un
E un nimero natural, la numero natural, el cocien- namero natural (salvo 0°), la
8 | restano te no raiz no
-
E ¢ por ejemplo, no hay ¢ por ejemplo, no hay un ¢ por ejemplo, no hay
3 un nimero natural numero natural que sea el numeros naturales que sean
Z que sea el resultado resultado de 3 + 5 el resultado de +2 ni 32
de3-5
x & x* & MRS

numero real.

w
g La sumay la resta El producto siempre es un La potencia siempre es un
= | siempre son nimeros namero entero, el cocien- namero entero (salvo 0°), la
o | enteros te no raiz no
o
-
E & ahora si hay un S por ejemplo, no hay un ¢ por ejemplo, no hay
E naimero entero que nimero entero que sea el naimeros enteros que sean el
es el resultado de resultado de 3 + 5 resultado de
3-5, porque 3-5 .0
-2 pord V2,32,4-2, 3-2 ni %
+ S -9 x & =S xS @
o . . .
< El producto siempre es La potencia siempre es un
g un ntmero racional. Si se numero racional (salvo 0°), la
.g divide entre un nimero que | raiz no
- . . .
2 | Lasumaylaresta no sea} 0 el cociente siempre % por e)emplo,.no hay
g son siempre ndmeros es racional. nlumerlos ;accllonales que sean
; el resultado de
E racionales & ahora si hay un ntimero
. 3. =
racional que es el V2, 32, V-2,
+ 1
resultado de 3 + 5, porque 2, (Lo Yo
3+5=06 2
+ O - o x & + 9 xS N
2 La potencia (salvo 0°) y las
E raices impares siempre son
= . q
2 El producto siempre es un niimeros reales
& | Lasumaylaresta namero real. Si se divide .
3} % ; ) ¢ no hay raices pares de
S siempre son ntimeros entre un nimero que no sea g g
R . N negativos. Por ejemplo, no
Z, | reales 0 el cociente siempre es un

hay un nimero real que sea
el resultado de v-2
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Las operaciones entre nimeros reales tienen muchas propiedades

matemadticas. Aqui enunciamos algunas de ellas, con ejemplos que

te invitamos a repetir en tu calculadora.

Propiedad conmutativa

La suma SI la tiene, es decir, puede cambiarse el orden de
los sumandos. Por ejemplo 13 + 7 = 7 + 13, y esa relacién es
cierta para cualesquiera dos sumandos.

La resta NO la tiene. Por ejemplo, 13 -7 # 7 — 13 (recuerda
que el signo # quiere decir “no es igual a”, 0 bien, “es distinto
de”).

La multiplicaciéon SI la tiene, es decir, puede cambiarse el
orden de los factores. Por ejemplo, 13 x 7 =7 x 13, y esa rela-
cidn es cierta para cualesquiera dos factores.

La divisién NO la tiene. Por ejemplo, 13 +7 # 7 + 13.

La potenciaciéon NO la tiene. Por ejemplo, 137 # 7.

La radicacién NO la tiene. Por ejemplo, 313 # /7.

Propiedad asociativa
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La suma SI la tiene, es decir, la suma de tres ntimeros
cualesquiera puede hacerse en cualquier orden. Por ejem-
plo (13 +5) + 2 es 18 + 2 =20, y ese es también el resultado
de13+(5+2)=13+7.

La resta NO Ila tiene. Por ejemplo, (13 — 5) — 2, que es
8 — 2 =6, es distinto de 13 — (5 - 2), que es 13 -3 = 10.

La multiplicaciéon SI la tiene, es decir, el producto de tres
numeros cualesquiera puede hacerse en cualquier orden.
Por ejemplo, (13 x 5)x2 es 65 x 2 = 130, y ese es también el
resultado de 13 x (5x 2) = 13 x 10.

La division NO la tiene. Por ejemplo, (13 + 5) + 2, que es
2.6+2=1.3,esdistinto de 13+ (5+2),que es 13 +2.5=5.2.
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Propiedad distributiva
Esta propiedad relaciona la suma (y la resta) con la multiplicacion

(y la divisi6n).

Es lo mismo multiplicar un ntimero por la suma (o por la
resta) de dos numeros, que sumar (o restar) el producto
del primero con cada uno de ellos. Por ejemplo 2 x (13 + 5)
es igual a 2x18=36, y ese es también el resultado de
2x13+2x5=26+10.

Es lo mismo dividir una suma (o una resta) entre un nime-
1o, que sumar (o restar) el cociente de cada sumando entre
el divisor. Por ejemplo (13-5) +2 esiguala8+2 =4,y ese es
también el resultado de 13 +2-5+2=6.5-2.5.

Observaciones importantes

iOJO! No es lo mismo:

La suma de los cuadrados no es lo mismo que el cuadrado de
la suma. Por ejemplo, 22+ 32 = 4+9 = 13, pero (2+3)? = 52 = 25.
La suma de dos raices no es lo mismo que la raiz de la suma.
Por ejemplo, V9 + V16 =3+4 =7, pero V9 + 16 =25 = 5

Operaciones con el nimero 0:

Al sumarle cero a cualquier nimero, el nimero permanece
sin cambio. Por ejemplo, 13 + 0 = 13.

Al restarle cero a cualquier ndmero, el nimero permanece
sin cambio. Por ejemplo, 13 -0 = 13.

Al multiplicar por cero cualquier nimero el resultado es
cero. Por ejemplo, 13 x 0 = 0.

Se puede dividir cero entre cualquier nimero. Por ejemplo,
0+13=0.

Como se dijo antes, NO SE PUEDE dividir entre cero. Por
ejemplo, 13 + 0 NO SE PUEDE EFECTUAR.

Al elevar cero a cualquier potencia distinta de cero se obtie-
ne cero. Por ejemplo, 03 =0.
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+ Al elevar cualquier numero distinto de cero al exponente 0
se obtiene 1. Por ejemplo, 13° = 1.

« NO SE PUEDE EFECTUAR 0° NT USAR 0 COMO RADI-
CAL (por ejemplo %3).

+ Cualquier raiz de cero es cero. Por ejemplo, ¥0 = 0.

Operaciones con el nimero 1:

Al multiplicar por 1 cualquier nimero, el nimero perma-
nece sin cambio. Por ejemplo, 13 x 1 =13.

« Al dividir entre 1 cualquier nimero, el nimero permanece
sin cambio. Por ejemplo, 13 + 1 =13.

+ Al elevar cualquier nimero al exponente 1 éste permanece
sin cambio. Por ejemplo, 13! = 13.

* Cualquier raiz de 1 es 1. Por ejemplo, ¥1=1.

Operaciones imposibles

El que no se puedan realizar las tres operaciones que marcamos
como imposibles tiene explicaciones, que se presentan en seguida.
Verifica con tu calculadora todos los ejemplos que se muestran a

continuacion.

sPor qué no se puede dividir entre cero?
Como se menciond al principio, cuando se divide

36+3="¢
se busca un ntimero que multiplicado por 3 dé 36, 0 sea ? x 3 = 36,
y el resultado es 12 porque 12 es el numero que multiplicado por
3 da 36, ya que 12 x 3 = 36. Es decir,

36+3=12
Asimismo, si se quere dividir

0+7=2?
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se busca un nimero que multiplicado por 7 dé 0. O sea, 2 x7 =0,y
ese nimero es 0, porque 0 x 7 = 0. Por lo tanto

0+7=0.
Sin embargo, si se quiere dividir
5:+0=2?

se busca un niimero que multiplicado por 0 dé 5. O sea, ¢ x 0 =5,
[y ese numero no existe, porque todos los nimeros multiplicados
por 0 dan 0, asi que ninguno puede dar 5!

sPor qué entre los niimeros reales no hay raices pares
de niimeros negativos?
Pensemos en la raiz cuadrada, es decir, la usual. Como se mencio-
n6 al principio, cuando se calcula

/36 =2
se busca un nimero que multiplicado por si mismo dé 36, o sea
?x ?=36,y el resultado es 6, porque 6 es el nimero que multipli-
cado por si mismo da 36; es decir, 6 x 6 = 36. Por lo tanto,

36 =6
Incluso si se quiere calcular

Jo=2
se busca un nimero que multiplicado por si mismo dé 0. O sea,
?x ? =0,y ese numero es 0, porque 0 x 0 = 0. Por lo tanto

Jo=o.
Sin embargo, si se quiere calcular

V=36 =2

se busca un namero que multiplicado por si mismo dé -36. O sea,
? x ¢ = -36. Pero jcualquier nimero real distinto de cero multipli-
cado por si mismo da un resultado positivo! Porque los dos nime-
ros tienen el mismo signo, asi que el producto no puede dar —36.
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sPor qué no se puede elevar 0 a la potencia 0?
El resultado de la operacién 0 si atendemos a la regla “cualquier
potencia de 0 es 07, seria 0. Pero si atendemos a la regla “cual-
quier nimero elevado a la potencia 0 da como resultado 17 el re-
sultado de 0° serfa 1. Como sabemos bien que 0 y 1 son niimeros
distintos, el resultado de 0° no estd definido.

2.1.3. Para qué se usan las operaciones

Las cuatro operaciones bdsicas se pueden utilizar para resolver pro-
blemas de diversa indole. A continuacién enlistaremos algunos de
los problemas tipo que se pueden resolver con cada una de ellas,
con la aclaracién de que no pretendemos que la lista sea exhaustiva

sino solamente presentar algunas muestras.

Suma
Algunas situaciones en las que usamos una suma son cuando que-
remos:

+ conocer cudntos elementos resultan de juntar dos (0 mas) co-
lecciones distintas de cosas similares; por ejemplo, si en un sa-
16n hay 31 alumnos de 4.° grado, en otro hay 27 y en uno mds
hay 30, en total los alumnos de 4.° grado son 31 + 27 + 30 = 88;

+ unir dos (0 mas) medidas o cantidades: dos (o mas) longi-
tudes, dos (o mds) capacidades, dos (o mds) precios, etc.,
siempre y cuando estén en la misma unidad de medida; por
ejemplo, cuando caminamos siguiendo dos lados consecu-
tivos de una cancha de futbol de 104.7 m de largo y 71.2 m
de ancho, hemos caminado 104.7 + 71.2 = 175.9 m; o bien,
si en una bolsa tenemos $4.50, en otra $51.30 y en otra $10.00,
en total tenemos 4.50 + 51.30 + 10 = $65.80;
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Resta

aumentarle algo a una medida o cantidad; por ejemplo,
cuando sabemos que si llegan a cenar 6 personasy se les unen
otras 7, habrd en total 6 + 7 = 13 personas para la cena; o bien,
sila temperatura es de —4.3 °C y sube 2.6 °C, queda en —1.7 °C,
es decir, 1.7 °C bajo cero;

saber a qué nimero hay que restarle otro para tener un re-
sultado dado (si x—a=b, entonces x=a+b); por ejemplo si sa-
bemos que pagamos $203 por una mercancia que tenia $16
de descuento, podemos encontrar que el precio original era de
203 + 16 = $219.

Algunas situaciones en las que usamos una resta son cuando que-

remos:

conocer cudntos elementos quedan en una coleccién cuan-
do quitamos de ella algunos elementos; por ejemplo, si de los
31 alumnos inscritos en un grupo se presentan 26 a un examen,
podemos saber que 31 — 26 = 5 alumnos faltaron al examen;
saber como queda una medida si se le quita algo; por ejem-
plo, si la temperatura ayer era de —4 °C y hoy bajé 3 °C, la
temperatura de hoy es —4 — 3= -7 °C; o bien, si en un reci-
piente hay 15.2 litros de agua y se extraen 3.7 litros, quedan
15.2 — 3.7 = 11.5 litros;

saber qué niumero hay que sumarle a otro para tener un re-
sultado dado (si x+a=b, x=b—-a); por ejemplo si por unas
tijeras de $42.90 y una engrapadora pagué $105.80, puedo
saber que la engrapadora me cost6 105.80 — 42.90 = $62.90;
saber qué nimero hay que restarle a otro para tener un resul-
tado dado (si a—x=b, entonces x=a—b); por ejemplo si de 5432
aspirantes a entrar a una universidad fueron aceptados 2301,
se puede saber que los rechazados fueron 5432 — 2301 = 3131.
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Interpretacion geométrica. El valor absoluto de la diferencia de dos

numeros es la distancia entre esos dos nimeros. Por ejemplo, con-

sidera los puntos -5, -2, 2 y 5:

——— 1|

-5 4 -3 -2 - 0 1

La distancia entre -5 y -2 (0 entre -2 y -5) es de 3 unidades,
y también es de 3 unidades la distancia entre 5y 2 (o entre
2y 5). Con los valores absolutos expresamos esto asi:

* 5 -E2)=1-31=3 5-2|=13]=3
* F2-(=3)=13[=3 |2-5]=1]-3]=3
Multiplicacion

Algunas situaciones en las que usamos una multiplicacién son

cuando queremos:
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conocer el resultado de repetir muchas veces la misma
suma (con colecciones, o con mediciones); por ejemplo,
si compro 6 cuadernos de $39.90 cada uno, pagaré en total
6 x 39.90 = $234.40; o bien, si se juntan 3 paquetes de 1.8 kg
cada uno, en total pesardn 5.4 kg;

hacer célculos relativos al drea de figuras conociendo las lon-
gitudes; por ejemplo, una cancha de futbol de 104.7 m delargo
y 71.2 m de ancho tiene un drea de 104.7 x 71.2 = 7454.64 m?;
hacer célculos relativos al volumen de

cuerpos; por ejemplo, una caja que
mide 30 cm de largo, 26 cm ancho y
19 cm de alto tiene un volumen de o
30 x 26 x 19 = 14820 cm?;

saber qué numero hay que dividir entre otro para tener un

2her

resultado dado (si x+a=b, x=a-b); por ejemplo, si un pastel se
pagd entre 7 personas y cada quien puso $42, el pastel costd
7 x 42 = $294;
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+ hacer célculos en situaciones de proporcionalidad; por
ejemplo, si quiero cubrir de pasto la cancha de futbol, y el
metro cuadrado de pasto cuesta $9.40, tendré que pagar
7454.64 x 9.40 = $70,074; o si lleno de aserrin una caja como
la del dibujo y sé que 1 m® de aserrin pesa 315 kg, mi caja
pesard 0.014820 x 315 = 4.668 kg (convirtiendo los 14820 cm’
que habiamos obtenido a 0.014820 m?; estas conversiones se-
ran revisadas en la dltima seccién del capitulo). Otras situa-
ciones de proporcionalidad tipicas son los porcentajes y las
escalas; el capitulo 5 de este libro estd consagrado a la pro-
porcionalidad.

Division
Algunas situaciones en las que usamos una divisién son cuando
queremos:

* repartir o compartir; por ejemplo, si voy a repartir el pre-
cio del pastel ($294) entre 7 personas, cada quien pagara
294 + 7 = $42; o bien, si se reparten 1.26 kilos (1,260 gramos)
de leche en polvo en 45 bolsas, en cada una quedaran 28 gra-
mos de leche en polvo;

+ distribuir; por ejemplo, si se reparten 1,260 gramos de leche
en polvo en bolsas de 28 gramos cada una, quedaran 45 bol-
sas; o bien, si un grupo de 36 personas se va a repartir en
equipos de 3 personas, se formardn 36 + 3 = 12 equipos;

+ saber cudntas veces cabe algo en otra cosa; por ejemplo, si
de un rollo de listén de 91.4 m se van a cortar etiquetas para
ropa de 4.9 cm, saldrdn 91.4 + 0.049 = 1865 etiquetas (convir-
tiendo los cm a metros);

+ conocer qué parte de un todo es una porcién; por ejemplo,
si 18 kg de cacahuates se empacan en bolsas de 3 kg cada
una, cada bolsa contendra 3 + 18 = '/s de la cantidad total de
cacahuates;
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saber qué nimero hay que multiplicar por otro para tener un
resultado dado (si x-a=b, x=b+a); por ejemplo, si cada sema-
na ahorro $4.50 y después de un tiempo he juntado $180, ese
tiempo es de 180 + 4.50 = 40 semanas;

saber entre qué nimero hay que dividir otro para tener un
resultado dado (si a+x=b, x=a+b); por ejemplo, si sé que el
pastel costé $294 y que cada persona contribuyd con $42,
puedo deducir que participaron 294 + 42 = 7 personas;

hacer célculos en situaciones de proporcionalidad; las situa-
ciones de proporcionalidad, de las que son tipicas las escalas
y los porcentajes, dan pie a muchas operaciones de multipli-
cacion y division. Como se apunt6 arriba, a ellas estd dedica-
do el capitulo 5.

Potenciacion

Son raras las situaciones de la vida préctica en las que usamos una

potenciacion; algunas son cuando queremos:
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conocer el resultado de repetir muchas veces la misma mul-
tiplicacion; por ejemplo, si pongo mi dinero por un afio en
una caja de ahorros en la que cada mes mi dinero se multi-
plica por 1.002, al cabo del afio mi dinero se multiplicard por
1.002" = 1.0242657679454 (0 sea que si ahorro $1000 al cabo
de un ano tendré algo mas de $1024);

hacer célculos relativos al drea de cuadrados conociendo la
longitud del lado; por ejemplo, una jardinera cuadrada de
0.7 m de largo tiene un drea de 0.72 = 0.49 m?

hacer célculos relativos al volumen de cubos conociendo la
longitud de la arista; por ejemplo, una caja ctibica de 5.6 cm
de arista tiene un volumen de 5.6° = 175.616 cm?.
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Radicacion
También son raras las situaciones de la vida prictica en las que usa-
mos una radicacién; algunas son cuando queremos:

+ conocer el lado de un cuadrado conociendo su érea; por
ejemplo, un muro cuadrado de 6.25 m?de drea mide de lado
V6.25=2.5m;

* conocer la arista de un cubo conociendo su volumen; por
ejemplo, una caja ctbica de 1.728 m?® tiene una arista de
M728=12m;

+ aplicar el Teorema de Pitdgoras; por ejemplo, si queremos cono-
cer cudnto mide la diagonal de la cancha de futbol a la que nos
hemos referido, mide {104.7% + 71.22) =1/16031.53 = 126.62 m;

+ saber qué nimero hay que elevar a una potencia conocida

para tener un resultado dado (si x*=b, x=%b ); por ejemplo, si
sé que en otra caja de ahorros con rendimiento anual mi di-
nero se multiplica por 1.12 al cabo de tres anos, eso significa
que cada afo mi dinero se multiplica por ¥/1.12 = 1.0384988.

2.1.4. ;Tiene sentido?

Es muy importante considerar con cuidado el resultado de una
operacién. Unas veces tiene sentido, otras no, aun cuando se trata
de la misma operaciéon. Veamos dos ejemplos de cada operacion,
uno con sentido y otro sin sentido.

+ Consideremos la suma % + %. Si a una olla en la que ya tengo
% de taza de leche le agrego 4 taza, tendré %+%=%= 1% de
taza de leche en la olla. Pero si a una taza en la que ya ten-
go % de taza de leche pretendo agregarle % taza, la taza se
desbordara.

+ Consideremos la resta 8-10 y la resta 800-1000. Si hay una
temperatura de 8 °C y la temperatura disminuye 10 °C, lle-
gamos a una temperatura de —2 °C: dos grados Celsius bajo
cero. Si tengo en la tarjeta de crédito un saldo a favor de $800
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y compro con ella un regalo por $1,000, termino con —$200:
un saldo en contra de $200. Pero si tengo en un sobre los $800
en efectivo y pretendo comprar ese mismo regalo de $1,000,
simplemente no podré.

Consideremos la multiplicacién 3x1.5. Si tengo una receta
para 4 personas que requiere 3 tazas de harina y 3 huevos, y
quiero prepararla para 6 personas, tengo que multiplicar to-
das las cantidades por 1.5 (porque 4x1.5=6). Con la harina no
hay problema: pondré 3x1.5=4.5 tazas, o sea 4 tazas y media.
Pero es mds dificil agregar 4.5 huevos.

Consideremos la divisién 1+40. Si reparto un costal de azticar
entre 40 personas, a cada persona le toca 41—0 de costal (por
ejemplo, si el costal es de 20 kg, a cada quien le toca medio
kilo de aztcar). Pero si pretendo repartir un panqué entre
40 personas, termino con muchas migajas...

El resultado de una operacién con frecuencia debe ser ajustado,

pero a veces hay que ajustarlo en un sentido y a veces en otro. Por

ejemplo:
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Supongamos que una maestra anuncia a sus alumnos que a
la calificacién que obtuvieron le sumard 2 puntos si entregan
un trabajo final y le restard 3 puntos si no lo entregan. Pense-
mos en cuatro alumnos: Diego habia obtenido 6 puntos y si
entreg0 el trabajo, Ernesto también habia obtenido 6 puntos
pero no entregd el trabajo, Félix habia obtenido 9 puntos y
si entregd el trabajo, y Gerardo habia obtenido 2 puntos
y no entreg6 el trabajo. Entonces las calificaciones finales de
Diego y Ernesto son respectivamente 8 y 3, ;pero qué pasa-
rd con Félix y con Gerardo? Félix obtendria una calificacién
de 11 y Gerardo una de —1, pero ambas calificaciones son im-
posibles; entonces en vez de 11, que es mayor a la maxima ca-
lificacion, se le asigna 10 a Félix, y en vez de —1, que es inferior
a la minima calificacién, se le asigna 0 a Gerardo.
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+ Consideremos la divisiéon 330 + 40 = 8.25

— Si el dueno de una tiendita compra una caja de 40 pa-
letas en $330, cada paleta le sale a $8.25; este resultado,
con todo y los 25 centavos, tiene sentido porque asi puede
calcular el precio de venta al menudeo.

— Si vamos a transportar 330 personas en camiones de
40 pasajeros y queremos saber cudntos camiones debe-
mos rentar, el resultado de 8.25 camiones no tiene sen-
tido, porque no hay tal cosa como /4 de camién. En este
caso tendrfamos que rentar 9 camiones, aunque los pasa-
jeros viajen holgados...

— Si vamos a envasar 330 ml de perfume en pequenos en-
vases de 40 ml, para venderlos, y queremos saber cuantos
envases podremos vender, el resultado de 8.25 no tiene
sentido, por la misma razén de que no hay tal cosa como
'+ de envase. Pero en este caso tampoco tiene sentido
considerar 9 envases porque no los llenariamos: ahora te-
nemos que considerar que podemos vender 8 envases de
40 ml (en total 320 ml) y el resto (10 ml) tal vez para uso
personal...

Por dltimo, pero no por ello menos impor-

tante, hablaremos de otra circunstancia en la

que es altamente conveniente preguntarnos
: ., . 19cm
si el resultado de una operacién tiene sen-

Her

30cm

tido: para verificar si la operacion fue efec-
tuada correctamente. Para ello es sumamente util, antes de hacer el
célculo, estimar el resultado: adivinar aproximadamente cudnto va
a resultar. Por ejemplo, ;como de qué tamano es una caja como
la del dibujo: como un estuche para un anillo, como una caja de
zapatos, como un piano? ;Podias haber predicho mds o menos
cudnto pesa si se la llena de aserrin? Digamos: ;pesard lo mismo
que una persona adulta, un gato, un ratén? Si tenemos una idea
del resultado, podemos ver si el resultado final concuerda con esa
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idea o no; si si concuerda, lo mas probable es que estemos bien;
si no concuerda, habrd que verificar si lo que estuvo mal fue la
estimacién o el célculo.

Es decir, tener una idea del resultado ayuda a detectar errores
de calculo; por ejemplo, si no convertimos las unidades de medida
para estar hablando siempre de m? dm?® o cm?, en el célculo de
lo que pesa la caja llena de aserrin podriamos haber llegado a un
resultado como 4,668,300 kg, o sea mds de 4 mil toneladas (jmas o
menos la produccién anual de sorgo en el estado de Colima!), pero
como que una cajita asi no puede llegar a pesar tanto, sno crees?
También es muy importante expresar el resultado en la unidad de
medida adecuada; de medicion hablaremos en la dltima seccidn del
capitulo.

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

2.01. En los siguientes incisos, haz primero una estimacion del re-
sultado aproximado. Después resuelve con tu calculadora las ope-

raciones que se indican.

a) —4+4 f) -35-17

b) -5 (-5) g) 10+ (-2)-24

¢) 5-(-5) h) 0+ (-56)

d) —14 + (-8) i) 480 —(~380) + 280 — (~180)
e) 98+13
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2.02. En los siguientes incisos, resuelve con tu calculadora las ope-

raciones que se indican.

a) 6+ (-6)

b) -8+3

c) -8+10

d) 5-(-4)

e) -5-(-9)

f) 9-7

g) 15-2

h) 7 +(-23)

1) —107 — (—45)

j) 23+ 11

k) 15— (=21)

) —12+18

m)46 — 84

n) -9+ (-14)

0) 8—(~4)-10

p) —1002 — (~1002)

q) —180 + 280 — 380 + 480
1) 1302 — (= 256) + (- 256)

2.03. En los siguientes incisos, resuelve con tu calculadora las ope-

raciones que se indican.

a) 5(-3)

b) —18 + (=3)

) 21+ (-7)

d) -15x 11 (- 6)
e) 48/(12x 4)

f) 56 x5 x4/ (-2)

g) 1+ x (1) (1)
h) (13)(10) + (-5)(-1)
1) 8x(=2)(-5)/(-15)

2.04. En los siguientes incisos, resuelve con tu calculadora las ope-

raciones que se indican.

a) 28x32
b) (12) (-10)
c) 15+5
d) —24/-8
e) 7(-1)

f) 8(-4)(-5)
g) 6+ (-12)

h) 120 (- 11) x 10
i) —12x(5x8)
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2.05. En los siguientes incisos, resuelve con tu calculadora las ope-
raciones que se indican. Observa que los corchetes [ ] cumplen las
mismas funciones que los paréntesis ( ).

a) 3¢ e) (47

b) 2644 ) (=11)2 + (-10)* — 802
o) (1257 g) (34)+(5)2

d) (-4 h) (18 x 3)

2.06. En los siguientes incisos, resuelve con tu calculadora las ope-

raciones que se indican.

a) & f) 72y

b) 62 Py
i g) (118)

C) 25x 5 h) 73 (_11)2

d) 15%/152 0 10+

e) 45/43 ]) (~6°)

2.07. En cada inciso di cudles nimeros son iguales:

a) 1.025,1.0250, 1.25, -1.02500, 1.250 , 10x0.125
b) 0.13004 , 1.304/10, 10.3004x102, 103.0040/10-* , 0.0103004

) 1,1.025, 12500 ,1.250, 12.5/10, 10 ,0.25,1250x10%, 1
4 8 8

d) 650.308 , 6500.308/10 , 0.65308x10? , (—1)(~650.3080) , 650.03080

e) 70.03,703/10,-70.030 , 7.3x10 , ~70300/10 , ~7.003x10 ,
700300x10-

f) —0.00980 , 9.8x(—10)2 , ~980x(~10)* , -9.8 , —0.0098 , 0.98x102 ,
-9800/1000
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2.08. En cada inciso di cudles nimeros son iguales:

a) -0.0802,-0.802, — (-0.0802) , -0.8020 , 0.0802 , 802/(—100)

b) 650.308 , 6500.308/10 , 0.65308x10° , —(~650.3080) , 650.03080

¢) 2.035,2.0350, 2.35, (-1)(-2.03500) , 2.350 , 10x0.235

d) -0.0802, -0.802, 0.0802 , —-0.8020 , 802x10~*, 802/(~100)

e) 0.13004, 1.304/10, 10.3004x102, 103.0040/10- , 0.0103004

f) 18.05,180.5, 18.0500, 18.500, 180.50 , 1805/100

g) 3450.103 , 3450.1030 , —3450.103 , 34.50103/10 , 3450103x10-2,
3.450x10°

h) -7.45,(-1)745/10, .0745x10 , .0745x100 , —=745/102 , 74.50/(-10)

1) -8045.67 ,8.04567x10™", 0.804567 , 80.4567/102, (—10)804.567 ,
—8045.670 , 8.456700x(—10)?

~

2.09. Considera las siguientes dos "telaranas" como un juego, que
puedes jugar solo(a) o con otros companeros.

+  Sin hacer célculos, elige el camino que consideres que te dard
mds puntos y mércalo con color. Las reglas para moverse en
la telarana son las siguientes:

— Se empieza el juego con 100 puntos. Debes llegar a la
meta siguiendo el camino de las operaciones que pienses
que te dard mds puntos. No debes pasar dos veces por la
misma letra.

+ Usa tu calculadora para hacer los calculos del camino elegi-
do y obtener su total. Para ello, es importante que teclees la
tecla & después de cada operacion.

+ Sijuegas con otras personas, comparen sus resultados y co-
menten lo que observen. Si juegas solo(a), vuelve a intentar
otro camino y compara los resultados de ambos caminos.

+ Otra version del juego puede consistir en llegar al menor re-
sultado posible.
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a) Sumas y restas:

B

100
A
0 (-17) L8
+-16) C -(-22) D +3
-0 -2 :
b2 +-18

b) Multiplicaciones y divisiones

100
A
+8 0.0 3 +0.09
B %205 C +0.87 D 28 E
0.100 %0,
13 *7.3
+0.4 F +0 G 0,400
%2
+0.25 +0.01/ *2
H +12 I %009 ] %0.4 K
0 D5 148 B es
L
META
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2.10. Considera las siguientes dos “telaranas” para jugar este juego,

con las mismas reglas que en el ejercicio anterior.

a) Operaciones con niimeros enteros

100
A
857 N(35)
B 7 C/  +4  \D «47) \_E
12 8\ +-
(-11) N\
+-18) F x(-1) G «26)
71
+15 +-61)/ -86
H -38 I =13 ] +19 K
N47) “52) 0
L
META
b) Operaciones con niimeros decimales
100
+-0.5
0708 (0505
B +1.4 C/ *(-0.01) \D +(-0.8) E
((-1.8 N :
) S g 08\ +09
x1.5 F =0 G 07

131



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

2.11. Son frecuentes ciertas afirmaciones acerca de los niimeros y
las operaciones. Te invitamos a que consideres algunas. Para res-
ponder las siguientes preguntas, consulta las operaciones que se
han realizado en los ejemplos y ejercicios, y si crees que la afirma-
cién no es cierta, da un ejemplo en que ocurra lo contrario. Asi,
si nos preguntamos

;Es cierto que mientras mas cifras decimales tenga un nimero
decimal es mas pequeio?

La respuesta es:
No, porque por ejemplo, 4.21312 tiene mas cifras decimales que
4.1 pero es mas grande que él.

a) ;Es cierto que mientras mds cifras decimales tenga un nime-
ro decimal es mds grande?
b) ;Es cierto que sumarle algo a un ndmero siempre lo agranda?
c) ;Es cierto que restarle algo a un ntimero siempre lo achica?
d) ;Es cierto que multiplicar un ntimero siempre lo agranda?
e) ;Es cierto que dividir un ntimero siempre lo achica?
sSe te ocurre cémo podrian modificarse las afirmaciones que

resultaron falsas para que si resulten ciertas?

2.12. Responde las siguientes preguntas como en el ejercicio anterior.

a) ;Es cierto que elevar un nimero a alguna potencia siempre
lo agranda?

b) ;Es cierto que sacarle raiz a un nimero siempre lo achica?
;Se te ocurre cdmo podrian modificarse las afirmaciones que

resultaron falsas para que si resulten ciertas?
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2.13. Resuelve los problemas que se plantean en los siguientes incisos.

a) Unos albailes tienen que colocar 3942 ladrillos de una bar-
da. Si han colocado cuatro hileras de 175 ladrillos cada una,
scudntos ladrillos deben colocar todavia?

b) En una cafeteria, tres amigos ordenaron dos entradas de
$57.00 cada una y cinco bebidas de $24.00 cada una. Pagaron
la cuenta entre todos, por partes iguales; ;cuanto pagé cada
uno?

¢) Luis decidié que cada dia dedicara 15 minutos a leer por cada
hora que juegue videojuegos. Si ayer estuvo leyendo una hora
y media, jcudnto tiempo estuvo jugando videojuegos?

d) Calcula cudntos afios vivieron los siguientes emperadores ro-
manos: Julio César, que nacié en 100 a.C. y muri en 44 a.C.;
Claudio, que nacié en 10 a.C. y murié en 54 d.C.; y Nerén,
que nacié en 37 d.C. y muri6 en 68 d.C.

2.14. Resuelve los problemas que se plantean en los siguientes incisos.

a) Un terreno rectangular tiene una superficie de 585 m?. Si el
frente mide 18 metros, ;cudnto mide de fondo?

b) El dueio de un taller dard a cada uno de sus empleados
20 dias de salario como aguinaldo. Cinco de sus emplea-
dos ganan mensualmente $6,823.72 y dos ganan $8,710.05.
;Cudnto destinara el dueno al pago de aguinaldos?

¢) Un automévil tiene un tanque de gasolina con capacidad de
60 litros y su rendimiento es de 14.5 km por litro. Si se llena el
tanque y se recorren 623.5 km sin volver a cargar combusti-
ble, ;aproximadamente cudnta gasolina queda en el tanque?

d) Durante una semana se tomoé la temperatura ambiente a
la misma hora y en el mismo lugar. Indica cudntos grados
Celsius subi6 o bajo la temperatura cada dia. El lunes era de
3°C, el martes de -5 °C, el miércoles —12 °C, el jueves —4 °C, el
viernes 0 °C, el sébado —1 °C y el domingo 8 °C.
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2.15. Resuelve los problemas que se plantean en los siguientes incisos.

a) Edith debe empacar 75 platos en cajas, en cada una de las
cuales caben 8 platos. ;Cudntas cajas necesita?

b) Martin fabrica calcetines. Tiene almacenados 636 calcetines
que va a enviar en paquetes iguales a sus 8 clientes. ;Cuantos
pares de calcetines debe enviar a cada cliente?

c) Tengo $1,400 para comprar tazas. Si cada una cuesta $89.90,
scudntas tazas puedo comprar?

d) Maria de la Luz piensa preparar una crema de za-

nahoria, que requiere ¥4 de litro de leche; unos
ejotes con salsa bechamel, que requieren /2 de litro
de leche; y un arroz con leche, para el que necesita
1'/2 litros. Va a hacer sus compras en el supermer-

Leche

cado, ; cudntos litros de leche debe comprar?

2.16. Resuelve los problemas que se plantean en los siguientes incisos.

a) Cierta pintura vinilica viene en cubetas de 19 litros y tiene un
rendimiento de 10 m?por litro. Si se van a pintar por ambos
lados cuatro bardas que miden 35 metros de largo por 2.5 me-
tros de alto cada una, ;cudntas cubetas hay que comprar?

b) En una alberca de 6 carriles van a hacer competencias elimi-
natorias para elegir a los nadadores que hagan los 3 mejores
tiempos. Si hay 21 competidores, ;cudntas eliminatorias de-
ben hacerse?

c) Carmen debe hacer paquetes de 8 camisetas. Tiene 276 cami-
setas; ;cudntos paquetes iguales puede hacer?

d) Se compraron 15 cajas de 20 plantitas cada una. Si se quiere
usar las plantitas para adornar el borde de una glorieta de
34 m de circunferencia, ;qué distancia debe haber entre plan-
tita y plantita?

e) Carlos Enrique estd organizando en la escuela que dirige una
fiesta del dia del nifio para los 219 alumnos, a quienes les va
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a dar al final bolsitas de dulces. Si quiere meter en cada bol-

sita 4 paletas de dulce, ;cudntos paquetes de 50 paletas debe

comprar?

f) En un puesto de jugos utilizan aproximadamente 4 naran-

jas para cada vaso. ;Cudntos vasos se pueden hacer con

137 naranjas?

2.2. OPERACIONES CON TRES NUMEROS ESPECIALES: 0,1Y 10

En esta seccién nos ocuparemos de ver algunas operaciones con los

numeros 0, 1y 10, porque tienen caracteristicas particulares.

2.2.1. El cero: ;qué ocurre al operar con él?

La siguiente tabla es un resumen de algunas operaciones con el nad-

mero 0.
Operacion Ejemplos
Al sumarle cero a cualquier nimero, el nimero permanece sin 13+40=13
cambio.
Al restarle cero a cualquier nimero, el nimero permanece sin
. 13-0=13
cambio.
Al restarle cualquier niimero a cero se obtiene el mismo nimero 0-13=-13
con el signo cambiado. 0-(-13)=13
Al multiplicar por cero cualquier nimero, el resultado es cero. 13x0=0
Al dividir cero entre cualquier nimero, el resultado es cero. 0x13=0
NO SE PUEDE DIVIDIR ENTRE CERO.
Al elevar cero a cualquier potencia distinta de 0 se obtiene cero. 01=0
Al elevar cualquier nimero distinto de cero al exponente 0 se 130 = 1
obtiene 1.
NO SE PUEDE ELEVAR 0 A LA POTENCIA 0.
Cualquier raiz de cero es cero. 30 =0
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2.2.2. El uno: 3qué ocurre al operar con é1?

La siguiente tabla es un resumen de algunas operaciones con el nad-

mero 1.

Operacién Ejemplos

Sumar muchas veces 1 es lo mismo que contar

Al multiplicar por 1 cualquier numero, el niimero permanece sin

cambio. 13x1=13
Al dividir entre 1 cualquier niimero, el niimero permanece sin cambio. 13+1=13
Al elevar cualquier nimero al exponente 1, este permanece sin cambio. 13'=13
Al elevar 1 a cualquier exponente se obtiene 1 1 =1
Cualquier raiz de 1 es 1. =1

2.2.3. El diez y sus potencias

El namero 10 es la base de nuestro sistema de numeracién y debido
a ello tiene algunas caracteristicas interesantes. Aqui hablaremos de
las potencias de 10.

Una potencia de 10 cuyo exponente es positivo, siempre tendrd
como resultado la unidad seguida de tantos ceros como indique el
exponente. Por ejemplo:

10°= 1000

10¢=1,000,000

107 = 10,000,000

Una potencia de 10 cuyo exponente es negativo es lo mismo que 1
dividido entre 10 elevado al exponente positivo. Por ejemplo,

11
= —=———=
10° = 105 =000 - 2-001

1 1
b= —=——— =
109 = o5 = 7550505 = 0000001
107= 1 = 0.0000001

107 ~ 10000000
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Una regla practica es que las potencias de 10 con exponente negati-

vo tienen como resultado un nimero decimal con cero unidades y

un 1 colocado en el lugar indicado por el exponente. Por ejemplo:
103 = 0.001 el 1 estd en el 3. lugar después del punto
10°=0.000001 el 1 estd en el 6.° lugar después del punto
107= 0.0000001 el 1 estd en el 7.° lugar después del punto

Finalmente, la potencia de 10 con exponente cero es igual a 1, por-
que cualquier ndmero (que no sea 0) elevado al exponente 0 da
como resultado 1:

10°=1

Verifica todos estos resultados con tu calculadora. Para ello, puedes
usar la tecla @. Observa, por ejemplo, qué ocurre cuando tecleas
T 3 & y cuando tecleas 18
Nota: Si al hacer las operaciones anteriores obtienes resultados
“extrafios” en una calculadora tipo Casio, pulsa varias veces la tecla
NPT

s hasta que aparezca la opcion “NORMY, eligela con el ndmero co-

rrespondiente y luego pulsa el .
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En resumen,

10° = 0.00001

104 = 0.0001
10% = 0.001
102 = 0.01
10" = 0.1
10° = 1

10 = 10

102 = 100

108 = 1000

104 = 10000

108 = 100000

Multiplicacion y division con potencias de diez
Multiplicar un ndmero real por 10 es muy facil. Observa algunos
ejemplos:

7x10=70

—4,580 x 10 = —45,800

06x10=6

-0.731x10 =-7.31

Verifica estos resultados en tu calculadora. Observa que cuando se
trata de multiplicar un nimero entero por 10, podriamos decir que
la regla es agregar un cero al final. Pero esa regla deja de funcionar
cuando estamos hablando de nimeros decimales (jpor ejemplo,
0.6 x 10 no es 0.60!). En cambio, la regla general es: “para multipli-
car un numero por 10 se corre el punto decimal un lugar a la dere-
cha”. Esa regla sirve también para los ntimeros enteros; por ejemplo,
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como 7 = 7.0, multiplicar por 10 es también correr el punto decimal
un lugar a la derecha: 7 x 10 = 70. Es decir, podemos expresar la regla
asi:

1= Para multiplicar un nimero por 10 se corre el punto
decimal un lugar a la derecha; si faltan cifras, se usan
ceros.

Dividir entre diez también es facil. Observa los siguientes ejemplos
y verificalos en tu calculadora:

7+10=0.7
—4,580 + 10 = —458
0.6 +10=0.06

-0.731 =10 = -0.0731

Ahora la regla se puede expresar asi:

1= Para dividir un nimero entre 10 se corre el punto decimal
un lugar a la izquierda; si faltan cifras, se usan ceros.

Esas reglas se pueden ampliar a potencias de 10. Primero veremos
qué pasa cuando las potencias de 10 tienen exponente positivo; lue-
go, cuando el exponente es negativo; y finalmente, veremos el caso
del exponente 0. Las potencias de 10 con exponente positivo son
numeros como los siguientes:

100, 1,000, 10,000, 100,000,

Como hemos visto, otra manera de expresar estos niimeros es, res-
pectivamente,

102, 103, 104, 105,

Ahora las dos reglas se pueden expresar asi:

139



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

Cuando los exponentes son positivos:

1= Para multiplicar un ntiimero por una potencia de 10
se corre el punto decimal a la derecha tantos lugares
como sea el exponente; si faltan cifras, se usan ceros.

1= Para dividir un ndmero entre una potencia de 10
se corre el punto decimal a la izquierda tantos lugares
como sea el exponente; si faltan cifras, se usan ceros.

Por ejemplo, he aqui algunas multiplicaciones por potencias de 10
con exponente positivo:

13 x 100 = 1300

—547 x 10 = -5470

—3.08 x 1000 = -3080

0.0543 x 102=5.43

-15.27 x 10° = —-1527000

Y algunas divisiones entre potencias de 10 con exponente positivo:
4.56 + 10 = 0.456
—-3.08 + 1000 = —-0.00308
0.0543 + 100 = 0.000543
8956 + 10° = 0.008956
-15.27 = 105 =-0.0001527

Ahora veamos cémo hacer las multiplicaciones y divisiones con
potencias de diez con exponentes negativos. Para ello recordemos
que esas potencias son lo mismo que 1 entre 10 elevado al expo-
nente positivo. Nosotras te recomendamos que siempre realices
estas operaciones con la calculadora. Veamos dos multiplicacio-
nes (jverificalas!):

1
4.56 x 10" = 4.56 x 10" 0.456

1
— -3 = | — = —
67.89 x 10 67.89 x 1000 0.06789

140



2. Operaciones

Y ahora dos divisiones:

1
4.56 10" =4.56 + 10" 45.6

1
—67.89 + 10° = —67.89 = 1000 - —67890
Finalmente, como 10° = 1, multiplicar un ntimero por 10° o dividir-
lo entre 10° es lo mismo que no hacerle ninguna operacion:
4.56 x 10° = 4.56
—67.89 x 10° = -67.89
0.0543 = 10° = 0.0543
-15.27 = 10° = -15.27

A modo de resumen, veamos un ejemplo de un ntimero real multi-
plicado y dividido por diferentes potencias de diez:

1267x105 = 0.00001267 4671105 = 126700

1.267 x104 = 0.0001267 1267104 = 12670
1.267x103 = 0.001267 1267103 = 1267
1.267x102 = 0.01267 1.267+102 = 126.7

1.267 x10" = 0.1267 1267=10" = 12.67
1.267x100 = 1.267 1.267+100 = 1.267
1.267x10" = 12.67 1267 10" = 0.1267
1.267x102 = 126.7 1267102 = 0.01267
1.267x10% = 1267 1267 +10% = 0.001267
1.267 x10* = 12670 1267104 = 0.0001267
1.267x105 =

126700 1267 +105 = 0.00001267

Para facilitar la realizacién de estas operaciones, lo importante es
que sepas utilizar tu calculadora: no dejes de verificar con ella las
operaciones que acabamos de ejemplificar. Para ello utiliza nueva-
mente la tecla @. Por ejemplo, la primera de la serie de operaciones
se puede teclear: 1257 Ll 5 & yla dltima se puede teclear:
18T WS .

Una delas aplicaciones mds frecuentes de las multiplicaciones y di-
visiones con potencias de diez ocurre cuando se hacen conversiones
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de unidades dentro del Sistema Internacional (SI) de medidas (esto
se estudiard en la tltima seccién de este capitulo).

Notacién cientifica

La notacidn cientifica utiliza nimeros decimales de un solo digito
distinto de 0 en la parte entera, y potencias (positivas o negativas)
de 10. Generalmente se usa para expresar niimeros muy grandes
o muy pequenos, con la finalidad de facilitar la lectura, la compa-
racion, la comprensiéon del tamano o dimension y algunas opera-
ciones. Es importante que aprendas a leer nimeros expresados de
este modo, porque a veces la calculadora arroja resultados con esta
notacion y ocurren, también a veces, en publicaciones cientificas o
cotidianas. Veamos algunos ejemplos:

+  Numeros con valor absoluto grande

Notacion cientifica Notacién convencional
3.45x 108 3,450,000
—5.89467 x 10" —-589,467,000,000
1.8x 10" 1,800,000,000,000

+  Numeros con valor absoluto pequeno

Notacion cientifica Notacién convencional
3.45x10° 0.00000345

—5.89467 x 10" —0.0000000000589467
1.8 x 102 0.0000000000018

El exponente al que esta elevado el niumero 10 indica cuantos luga-
res hay que recorrer el punto decimal. Cuando el exponente es posi-
tivo, como en los tres primeros ejemplos, el punto se debe recorrer
hacia la derecha; cuando el exponente es negativo, el punto decimal
debe recorrerse hacia la izquierda.
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En la pantalla de tu calculadora la potencia de 10 puede presen-
tarse de distintas maneras, por ejemplo: el niumero 1.8 x 102 puede
verse de algunas de estas formas:

8= 1Bt g

Nota: A las calculadoras tipo Casio es posible pedirles que no ex-

presen nimeros muy pequeos con notacién cientifica sino con-
vencional: para ello pulsa varias veces la tecla = hasta que aparezca

NPT

la opcién “NORMTY eligela y luego pulsa el 2.

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracioén par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

2.17. Resuelve las siguientes operaciones y después verifica el resul-
tado con tu calculadora.

a) 5.3243 x 102 f) 156.32 + 10
b) 632.58 x 10 g) 0.487 + 10
¢) 6.708 x 10° h) 6.3148 = 10+
d) 0.0326 x 102 i) 0.05701 =102

e) 6.34025701 x 10°
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2.18. Resuelve las siguientes operaciones y después verifica el resul-

tado con tu calculadora.

a) 1x10°

b) 156 x 10+

) 0.033x 10"
d) 0.00521 x 102
e) 0.0014 x 102
f) 56347.12 x 10*

g) 0+10°

h) 0.006041 + 102
i) 1687 +10°

j) 0.0021+10°

k) 123.456789 + 10+
1) 82.002+10"

2.19. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-

presa el resultado en notacién cientifica y notacién convencional.

Operacion

Notacién convencional Notacién cientifica

a) | 123456789 + 987654321

b) | 0.3008 - 0.3

c) | 6975 x 18600

d) | 0.007 x 0.007

e) | 14400 x 2197000

f) | 14400 + 2197000

g) | 4 +598

h) | 45 +0.0000002

i) | 0.00001

j) |0.000012

2.20. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-

presa el resultado en notacién cientifica y notacién convencional.

Operacion

Notacién convencional Notacion cientifica

a) | 0.056 + (~0.00043)

b) | 13485628 x 5314298

c) | 532771 x 728667297

d) | 397 x 1954

e) | 45x 32

f) | 0.3 + 1289
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Operacion Notacién convencional Notacidn cientifica

0.08 +0.00085

18 +198

0.4908 — 0.4855

.001 -.005

4/0.000004

0.0000042

125000 x 208400

—640000 +.00002

1+ 350

0.03 x 0.0058

235 + 100000

—123 + 456789

—999999 — 888888

2.2 +999.999

99999 x 11111

2.3. REDONDEO

Frecuentemente nos encontramos en la vida cotidiana con nime-

ros que tienen muchas mds cifras decimales de las que realmente

necesitamos. Consideremos los siguientes ejemplos:

Tenemos 57 tambos en los que queremos repartir 664 litros
de aceite. ;Cudnto quedard en cada tambo? Si hacemos la
division, obtenemos 664 + 57 = 11.649122817... Es decir, 11 li-
tros, 6 decilitros, 4 centilitros, 9 mililitros, etc... Tal vez después
de los decilitros ya no tiene ningtin sentido seguir hablando de
fracciones decimales cada vez mas pequenias.

A una jardinera cuadrada de 1 m de lado queremos ponerle
en la diagonal un enrejado para que crezca una enredadera.
;Cuanto debe medir de largo el enrejado? La operacién a
efectuar es +/2 =1.414213562..... 0 sea 1 metro, 41 centime-
tros, 4 milimetros, etc... probablemente considerariamos
1.41 m.
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+ En una cooperativa de 66 socios se obtuvo una ganancia de
$186,180. ;Cudnto hay que entregarle a cada socio? La ope-
racién se puede expresar asi: 188180 = 2 820.909090909...
En este caso es obvio que la fraccion de peso mds peque-
na de la que tendrfa sentido hablar son los centavos, pero
incluso antes de eso, ;no bastaria hablar de pesos enteros?

+  Queremos repartir 2 kg de harina en 5 bolsas, de tal forma
que todas tengan la misma cantidad. ;Cudnto pesara cada
una? La operacidn se puede expresar asi: §=0.4. Es decir,

cada bolsa pesara 0.4 de kilo, o sea 400 gramos.

En el dltimo de los cuatro ejemplos el resultado de la operacién
nos da una cantidad de cifras decimales que tiene sentido en la vida
practica: con la expresién 0.4 terminamos de enunciar el nimero
(porque las demds cifras, si las queremos poner, son ceros: cero cen-
tésimos, cero milésimos...). Sin embargo, en los otros tres niumeros
obtenemos una cantidad de cifras decimales que no tiene sentido
préctico. Debemos entonces cortar en algin lugar, y para hacerlo
hay algunas reglas que se explican a continuacién.

2.3.1. ;Cémo redondear?

Supongamos que tenemos el ntimero de nuestro primer ejemplo,
y que lo llamamos m. Es decir, m = 11.649122817..., y supongamos
que queremos encontrar el niumero, con una sola cifra decimal, que
se aproxime mds al nimero m. Si empezamos por ubicar el nimero
m en la recta numérica, vemos que 11.649122817... estd entre 11.6
y 1.7

1.4 1.5 11.6 1.7 11.8
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Si decimos que m es 11.6 mentimos, porque m es mayor que 11.6.
Por otra parte, si decimos que m es 11.7 también mentimos, porque
m es menor que 11.7. Pero jen cudl de los dos casos “mentimos me-
nos”t Como se puede ver en la recta numérica, m estd mds cerca de
11.6 que de 11.7. Por lo tanto, el nimero con una cifra decimal mds
cercano a m es 11.6. Hacer esto tiene que ver con el hecho de que
después del 6 sigue un 4, y 11.64 estd mas cerca de 11.60 que de 11.70.
Escribimos entonces que 11.649122817... = 11.6 (el simbolo = se lee
“aproximadamente igual a”), y decimos que hemos redondeado m
a décimos o que hemos redondeado m a una cifra decimal.

Si ahora queremos encontrar el nimero con dos cifras decimales
mds cercano a m, nuevamente podemos ubicar a m en la recta nu-

mérica, y vemos que 11.649122817... estd entre 11.64 'y 11.65:

y

Es decir, si afirmamos que m es 11.64 mentimos, y también lo hace-
mos al considerar que es 11.65. Pero “mentimos menos” si decimos
que es 11.65, porque 11.649122817... estd mds cerca de 11.65 que de
11.64. Esto es porque 11.649 estd mds cerca de 11.650 que de 11.640.
Ahora escribimos 11.649122817... = 11.65; hemos redondeado m a
centésimos; también podemos decir que hemos redondeado m a dos
cifras decimales.

Asi, para expresar un numero decimal que tiene mads cifras de-
cimales que las que nos interesan, a veces solo cortamos y a veces
cortamos agregando 1. Para saber cuando hay que realizar cada una
de estas acciones se siguen estas reglas:

147



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

1" Decidimos cudntas cifras decimales vamos a utilizar;
digamos que se van a utilizar k cifras decimales.
1= Nos fijamos en la cifra del lugar k + 1:
1= Siesa cifraes 0, 1, 2, 3 0 4, dejamos la cifra del lugar k
como esta.
1= Si esa cifraes 5,6,7,8 09, a la cifra del lugar k le

agregamos 1.

« Asi, cuando decidimos redondear m a décimos (k = 1), tene-
mos que 11.649122817... = 11.6, porque como en el 2.° lugar
(k +1=2) hay un 4, el 1. lugar (k = 1: el de los décimos) se
queda sin cambio: es 6.

« Cuando decidimos redondear m a centésimos (k = 2), tene-
mos que 11.649122817... = 11.65, porque como en el 3. lugar
(k+1=3) hay un 9, a la cifra que ocupa el 2.° lugar (el de
los centésimos) se le aumenta 1: tenemos 4+1=5. Es como si
tuviéramos

11.64
+ .01
11.65

+ Anidlogamente, si decidiéramos expresar m con milé-
simos tendriamos que 11.649122817... = 11.649, y si deci-
diéramos expresarlo con diezmilésimos tendriamos que
11.649122817... = 11.6491.

Veamos otro ejemplo de redondeo. Supongamos que queremos re-
dondear el niumero

P =29.99963
a tres cifras decimales. Como la cuarta es 6, a la tercera (9) le agre-
gamos 1: es como si tuviéramos
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29.999

+ .001

30.000

y entonces tenemos p = 30.000

2.3.2. Algunas consideraciones acerca del redondeo

Redondeo de niimeros negativos
Los ntimeros negativos se redondean con las mismas reglas que los
positivos. Ejemplos:
+ Si queremos redondear —67.0381 a una cifra decimal, obte-
nemos —67.0
+ Si queremos redondear —1.891 a cero cifras decimales, obte-
nemos —2
+ Si queremos redondear —1.825 a dos cifras decimales, obte-
nemos —1.83
+ Si queremos redondear —466.9998351 a tres cifras decimales,
obtenemos —467.000

Redondeo a decenas, centenas, millares...

Las reglas que hemos visto también se pueden aplicar a nimeros
grandes, ya sea enteros o no. Por ejemplo, segun el INEGI, la pobla-
cién en México en el censo efectuado en 2020 fue de 126,014,024 per-
sonas. Claro, en el momento en que leas esto ya no serd la misma,
habra habido nacimientos, muertes y migraciones. Por eso, ;qué
tanto importa que reportemos la poblacién del pais con el deta-
lle de las unidades, las decenas y las centenas? Podemos redondear
millares de personas: 126,014,024 ~ 126,014,000. Observa que aqui
si rellenamos con ceros, porque como estamos a la izquierda del
punto decimal, no es lo mismo 126,014 que 126,014,000 También
podriamos redondear a millones: la poblacién de nuestro pais en
2020 era aproximadamente 126,000,000, es decir de 126 millones.
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Truncar y redondear

En algunos contextos se manejan estos dos términos como siné-
nimos. Sin embargo, es necesario senalar la diferencia. Redondear
es, como hemos visto, encontrar el nidmero mds cercano al valor
real con la cantidad de cifras decimales deseadas, mientras que
truncar es simplemente cortar la expresion. Veamos dos ejemplos
en los que queremos expresar el resultado con una cifra decimal, y
observemos cudnto dista el resultado del valor real, con cada uno
de los dos procedimientos:

Redondear Truncar
Calculo Valor real
resultado error resultado error
1+3 0.33333... 0.3 0.03333... 0.3 0.03333...
2+3 0.66666... 0.7 0.03333... 0.6 0.06666...

Como vemos, en ambos procedimientos hay error, pero al truncar
ese error no es nunca menor pero si puede ser mayor que al redon-

dear. Entonces, conviene no truncar sino redondear.

Uso de los simbolos = y =

En la préctica, solo se usa el simbolo = cuando queremos enfatizar
que nuestro nimero no es exactamente igual al que escribimos. Si
ese énfasis no es necesario, usamos el simbolo =. Asi, si estamos
redondeando a dos cifras decimales, escribimos expresiones como
m = 11.65y p = 30.00.

Redondeo de un niimero previamente redondeado
Consideremos el siguiente ejemplo:
+ Redondeemos el nimero s = 17.45 a una cifra decimal: ob-
tenemos s =~ 17.5. Si ahora quisiéramos redondear ese tl-
timo numero a enteros (es decir, a cero cifras decimales),
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obtendriamos s = 18. Sin embargo, si redondeamos directa-
mente s = 17.45 a enteros, obtenemos s = 17. Podemos enton-
ces preguntarnos: ;por fin, cuél es el entero mds cercano a s,
17 0 18?2 La respuesta es 17, y el resultado s = 18 es un error
surgido de que redondeamos un ntiimero que ya habia sido el
resultado de un redondeo.

Es por ello que conviene evitar redondear niimeros previamente
redondeados.

Cantidad de cifras utilizadas
;Cudntas cifras decimales deben utilizarse para expresar el resulta-
do de una operacién? Esta pregunta no tiene una tnica respuesta,
pero si podemos dar dos recomendaciones generales:
+ El nimero de cifras decimales debe tener un sentido en el
contexto en el que se esta trabajando.
+ El namero de cifras decimales debe estar relacionado con la
precisién con la que se estd trabajando o midiendo.

Pensemos, por ejemplo, que medimos el tiempo en el que una perso-
na corre 100 metros. Si estamos hablando de atletas en competencia
medimos el tiempo en segundos y centésimas de segundo: el récord
es de 9.58 segundos; es decir, 9 segundos y 58 centésimas de segundo.
En este contexto, cada centésima de segundo es importante y puede
marcar la diferencia entre competidores o entre poseer el récord o
no, pero, claro, solo podemos hablar de centésimas de segundo por-
que existen los instrumentos para medir esos tiempos tan pequerios.
Por otra parte, si pensamos que una persona “comun y corriente” se
pone a correr 100 metros, probablemente haga un tiempo de unos
25 segundos. Ahora una centésima o una décima de segundo mas
0 menos no tiene realmente ninguna relevancia (jquizés incluso un
segundo mds o menos es irrelevante!).
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A veces puede resultar importante sefialar a cudntas cifras se estd

redondeando un numero.

Un resultado puede expresar a cudntas cifras decimales
es el redondeo
Anteriormente vimos que para redondear el nudmero
P = 29.99963 a tres cifras decimales, es como si tuviéramos
29.999
+ .001
30.000
y entonces tenemos 29.99963 = 30.000

Ahora redondearemos los ntimeros p = 29.99963, q = 29.99511 y
r = 29.91444 a una, dos y tres cifras decimales:

Redondeo...
...a décimos ...a centésimos ...a milésimos
p = 29.99963 ~ 30.0 30.00 30.000
q =29.99511 =~ 30.0 30.00 29.995
r=2991444 ~ 30.0 29.91 29.914

Como se puede ver, si nos fijjamos en los décimos los tres nimeros
P> qy r quedan expresados como 30.0. Si nos fijamos en los centé-
simos, p y q quedan expresados como 30.00, pero r queda expresa-
do de una manera distinta: 29.91. Al fijarnos en los milésimos, los
tres numeros quedan expresados de manera distinta: p =~ 30.000,
q=29.995yr=29.914.

Es por esta razén que, aunque formalmente ya hemos visto que

30.000 = 30.00 = 30.0 = 30,

conviene expresar los nimeros como lo hicimos en la tabla de
arriba, porque asi denotamos a cudntas cifras hemos hecho el
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redondeo. Cuando decimos que p = 30.000 estamos diciendo que
la distancia entre p y 30 es menor que 0.001

Observa que esta situacion es distinta que la que se presenta
con los nimeros decimales que tienen nueve periédico, de los que
hablamos en el capitulo 1, porque ninguno de estos tres ntimeros
tiene una lista infinita de nueves.

2.3.3. Sentido practico del redondeo

Hasta ahora hemos estado viendo el redondeo como la busque-
da del nimero mds cercano a uno que tenemos (frecuentemente
como resultado de una operacién), cuando sabemos cudntas cifras
queremos considerar. Sin embargo, en la vida cotidiana también
necesitamos que el resultado tenga sentido practico en el contexto
real en el que estamos trabajando, y para ello puede ocurrir que
sea necesario hacer ajustes, segtin el contexto. De hecho, es una si-
tuacién muy parecida a la que ya habifamos considerado cuando
hablamos de ajustar los resultados de ciertas operaciones para que
tengan sentido en la vida practica.

Para entenderlo mejor, retomaremos los cuatro ejemplos con
los que empezamos a abordar el redondeo, pero le daremos priori-
dad al aspecto del sentido préctico.

«  Tenemos 57 tambos en los que queremos repartir 664 litros de

aceite. ;Cudnto quedard en cada tambo?

Como vimos, lo que tendriamos que poner en cada tambo
es 11.649122817... litros. Si decidimos redondear a décimos,
tenemos 11.6 litros, o sea 11 litros y 6 decilitros. Sin embargo,
al verter 11.6 litros en cada uno de los 57 tambos, habremos
repartido 11.6 x 57 = 661.2 litros, y por lo tanto quedaran
664 —661.2 = 2.8 litros sin repartir. ;Qué ocurre con esos 2.8 li-
tros? Aqui podemos adoptar varias soluciones. Una de ellas
es repartir esos 2.8 litros en 28 raciones de 1 decilitro, y asi
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verter 11.7 litros en 28 de los tambos y 11.6 en los 29 restantes.
Otra solucién es tener un tambo de 11.6 + 2.8 = 14.4 litros y
los restantes 56 tambos de 11.6 litros. Otra solucién es darle
un uso distinto a los 2.8 litros restantes, y seguramente po-
driamos encontrar ain mds soluciones. También debemos
tener en cuenta de qué estamos hablando: no es lo mismo
que sobren 2.8 litros de aceite, a que esos 2.8 litros sean de un
perfume fino.

A una jardinera cuadrada de 1 m de lado que-
remos ponerle en la diagonal un enrejado para
que crezca una enredadera. ;Cudnto debe medir

de largo el enrejado?
Como vimos, el enrejado deberia medir 1.414213562... metros
de largo, y si una precisién de centimetros es conveniente, eso
se convierte en 1.41 metros, es decir que el enrejado va a medir
un poquitito menos que el espacio en el que se va a colocar:
inada grave! (jY si seria grave que nos quedara un enrejado
mads largo que el espacio en el que debe caber!). Pensemos
ahora que queremos comprar tela para cubrir enteramente
un espacio con esa misma medida de 1.414213562... metros
entre dos drboles: si compramos 1.41 metros nos va a faltar
tela y no vamos a poder cubrir enteramente el espacio; ahora
nos conviene
comprar mas
tela, 1.42 me-
tros jo incluso
mas!

En una cooperativa de 66 socios se obtuvo una ganancia de
$186,180. ;Cudnto hay que entregarle a cada socio?

Como vimos anteriormente, habria que entregar
$2,820.909090909... a cada socio; digamos que redondeamos
a pesos: $2,821 a cada socio. Pero entonces hay que entregar
en total 2,821 x 66 = $186,186, es decir 6 pesos mds de lo que
hay en la caja: ;de donde van a salir esos 6 pesos que faltan?
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También aqui podemos pensar en varias soluciones. Una es
entregar $2,820 a cada socio, y entonces solamente repartir
$2,820 x 66 = $186,120, es decir $60 menos de la cantidad exis-
tente, y dejar en la caja comun esos $60. Otra solucién es
afinar el redondeo hasta los centavos, y procurar entregar un
cheque por $2,820.91 a cada socio; entonces se entregarian
2,820.91 x 66 = $186,180.06, y el faltante seria solamente de
6 centavos,que tal vezla caja pueda cubrir. O entregar $2,820.90
a cada socio, o sea repartir 2,820.90 x 66 = $186,179.40, y dejar
en la caja comun los 60 centavos restantes.

Queremos repartir 2 kg de harina en 5 bolsas, de tal forma que
todas tengan la misma cantidad. ;Cudnto pesard cada una?
Como vimos, cada bolsa pesard 0.4 de kilo y dijimos que eso
era lo mismo que 400 gramos. Observa que aunque el resul-
tado era 0.4, como lo usual es hablar de las fracciones de kilo
en gramos (que son milésimas de kilo), si queremos expresar
el resultado en kilos, lo hacemos asi: 0.400 kg.

Finalmente, veamos un par de casos en los que la palabra “redon-

deo” se usa en un sentido ligeramente distinto a como lo hemos

estado manejando:

El “redondeo” en el supermercado.

Desde hace tiempo se acostumbra en México que los super-
mercados hagan campanas de “redondeo” para alguna causa
filantrépica. Ahi, si nuestra cuenta fue de $236.15 el cajero
nos preguntara si queremos “redondear” y si accedemos nos
cobrarédn $237.00 y los 85 centavos restantes, segiin nos infor-
man, se destinardn a la causa filantrépica. Aqui por “redon-
deo” se entiende subir la cuenta al siguiente nimero entero
(y no al més cercano).

El “redondeo” en algunas cuentas de servicios.

En algunos recibos también aparece la palabra “redondeo”,
pero en otro sentido mas. Si la cuenta es de $327.81, aparece
un “crédito por redondeo” de $0.81 y solamente cobran $327.
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Pero jeso no significa que la compania nos esté regalando
los 81 centavos! El siguiente mes, si la nueva cuenta fue de
$214.57, agregan los 81 centavos y ahora la cuenta queda en
$215.38. Pagamos $215 y nuevamente tenemos un “crédito
por redondeo” de $0.38, y asi sucesivamente... Es decir, en
este sentido “redondeo” es bajar al nimero entero inmedia-
tamente inferior (y no al mds cercano). De hecho, lo que hace
la compania es truncar a enteros, pero no corta los decimales

sino que los va acumulando.

En resumen, el redondeo nos da como resultado el nimero mds
cercano a otro que tenemos con la cantidad de cifras decimales
que deseemos, pero siempre hay que considerar, en el contexto del
problema que estamos resolviendo, qué es lo mds practico y como
estan considerando el “redondeo” las personas con las que tenemos
interaccion.

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

2.21. En cada uno de los siguientes ejercicios, redondea los nime-
ros que se dan a la cantidad de cifras decimales que se indica.

a) A una cifra decimal (décimos)

i) 1.154 ii) —1.9999 i) 7t
b) A dos cifras decimales (centésimos)
i)-1.154 ii) 14.907635 iii) 7T
¢) A tres cifras decimales (milésimos)
i) 1.359999 ii) —100.2432 iii) 7T
d) A cuatro cifras decimales (diezmilésimos)
i) 1.15479 ii) —0.089754 iii) 7T
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2.22. En cada uno de los siguientes ejercicios, redondea los nume-
ros que se dan a la cantidad de cifras decimales que se indica.

a) A tres cifras decimales (milésimos)

i) 12.0983 iv) 476.876254 vii) —234.675467
i) —5.4545 v) 0.2857142857 viii) 4.567894
iii) —0.5999999 vi) 88.88888 ix) 0.025

b) A una cifra decimal (décimos)
i) 18.06 iv) 7.7777 vii) 307.650
i) —100.2432 v) 25.256 viii) 0.99756
iii) 12.098 vi) —6.789 ix) 0.025

¢) A cuatro cifras decimales (diezmilésimos)
i) 12.098567 iv) 9.87654321 vii) 0.003765
i) —5.454545 v) 1.09080706 viii) 19.283754
i) .0399999999 vi) 14.00001 ix) 0.025

d) A dos cifras decimales (centésimos)

i) —100.2432 iv) 7.7777 vii) 7.5432
iy 12.098 v) 25.256 viii)0.333333
iii) —1.327 vi) —6.789 ix) 0.025

2.23. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-
presa los resultados con tres cifras decimales (hasta milésimos).

a) 5.87+13.24 d) B
b) 0.26 e) 122+ 25
c) ~/162.5972 f) 7.876 x 102
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2.24. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-

presa los resultados con tres cifras decimales (hasta milésimos)

a) 100.356 / 246.35
b) —(123.56 + 9)2
c) 0.8

d) o8

e) 0.23x0.32

f) (~1.56)4(-3.75)°
g) 2.4/35

h) vi-2/7

i) 0.12x0.25

j) 9.99999 x 2

k) /345

1) 6.318x4527
m)6=2+ 8+

n) 2-1.84576
0) 0.888 x 0.999
p) (-3.48)

q) 1.5°

r) 17

s) 65+98

t) (1.475)

u) +.001

2.25. En cada uno de los siguientes ejercicios, redondea los nume-

ros como se indica.

a) A decenas
i) 9876543

b) A centenas
i) 9876543

¢) A millares
i) 9876543

d) A millones
i) 9876543

iii) 99

iii) 100
539999 iii) 983
231806 iii) 3578804

2.26. En cada uno de los siguientes ejercicios, redondea los nume-

ros como se indica.

a) A centenas
0 17
i) 568300
iii) 5430024

158

iv) 985
v) —45670
vi) =111



2. Operaciones

b) A millares
) 17 iv) 875
i) 8433610 v) —45670
iii) 445566 vi) =901

¢) A decenas

i) 561102 iv) 5678001
i) 8 v) -8712
i) 4 vi) —6
d) A millones
i) 534422670012 iv) 968124
i) 51335422411 v) —63241
iii) 568124 vi) —897664312004

2.27. En los siguientes incisos, indica a cudntas unidades equivalen

las cantidades senaladas:

a) 3.2 unidades de millar d) 6.437 miles
b) 5.8 decenas e) 1.15 centenas
¢) 0.31 millones f) 0.17 decenas de millon

2.28. En los siguientes incisos, indica a cudntas unidades equivalen
las cantidades sefialadas:

a) 89071 unidades de millar d) 56 centenas
b) 538 decenas de millar e) 0.1 decenas
¢) 0.34 centenas de millar f) 2301 millones

2.29. Resuelve los siguientes problemas y expresa el resultado de
modo que tenga sentido en el contexto de la situacién planteada.

a) En un sector escolar se pretende instaurar un programa

para dar desayunos escolares a los 18,521 alumnos de pri-
maria durante 200 dias. En agosto se calcula el costo de cada
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desayuno en $23.51, aunque se teme que por la inflacién
ese precio pueda subir. ;jAproximadamente qué presupues-
to requiere el programa?

b) Chuy debe amarrar varias cajas que mi-

den 85 cm x 30 cm x 30 cm, como se ilustra

en la figura. Si calcula aproximadamente

30 cm de nudos y lazadas para cada caja,
spara cuantas cajas le alcanzan los 65 me-
tros de cuerda que tiene?

2.30. Resuelve los siguientes problemas y expresa el resultado de
modo que tenga sentido en el contexto de la situacién planteada.

a) Dona Lupe hornea pasteles de elote que vende por reba-
nadas. Considerando el costo de produccién y las ganan-
cias correspondientes, ella calcula que debe recibir $90 por
pastel. Si de cada uno corta 8 rebanadas, ;cudl es el precio
minimo que debe cobrar por rebanada?

b

~—~

sCuadnta tira de encaje hay que comprar para adornar el bor-
de de 27 cajas cilindricas de 7.5 cm de radio? (Nota: La cir-
cunferencia se calcula como 27tr, donde r es el radio).

c) Tere tiene una papeleria. Compré 45 cuadernos a $27.55 cada
uno. Con la ganancia de la venta de estos cuadernos pretende
comprar una caja de lapices de $180 y un paquete de tijeras
de $98.30. ;A cudnto debe vender cada cuaderno?

2.4. MEDICION

Finalizaremos este capitulo hablando de medicién, porque muchos
de los usos de los ntiimeros en la vida diaria tienen que ver con
medir diversas cualidades de objetos o procesos: medir longitudes,
areas, pesos, tiempos, etc.; incluso se puede pensar, cuando habla-
mos de dinero, que estamos midiendo algo (el valor monetario
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del objeto). Empezaremos haciendo algunas reflexiones generales
sobre la medicién y, posteriormente, veremos aspectos operativos
acerca de las unidades de medida y las conversiones entre ellas.

2.4.1. El proceso de medicion

En general, cuando se va a hacer una medicién es necesario con-
siderar dos elementos: la elecciéon de la unidad con la que se va a
medir y el nivel de precisién que se requiere. A su vez, la eleccion
de la unidad tiene que ver fundamentalmente con dos aspectos: el
sistema de referencia y, dentro de este, cudl es la unidad mas “c6-
moda”, de tal manera que el resultado sea facilmente comprensible
dentro del contexto.

Pensemos, por ejemplo, en la medicién de longitudes. Lo més
comun en la actualidad es usar algunas de las unidades del Siste-
ma Internacional (SI) de medidas: por ejemplo, kilémetros para las
distancias entre dos ciudades o entre partes distantes de ciudades
grandes, metros para las longitudes que son comparables a la esta-
tura de una persona, centimetros y milimetros para objetos meno-
res. Aunque sea cierto, serfa sumamente absurdo decir cosas como:
“la estatura de una de nosotras es 0.00176 km”, o “la distancia entre
México y Cuernavaca es de 80,000,000 mm”. ;Y qué tal esto: “la dis-
tancia de la Luna a la Tierra es de 384,403,000,000,000 wm: mds de
384 billones de micras”? La manera mds comoda de expresar estas
cantidades es, respectivamente, 1.76 m, 80 km y 384,403 km.

;Con qué precision medimos una longitud? Pensemos, por
ejemplo, que queremos saber cudnto mide de largo el objeto que se
ilustra en la siguiente figura.
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Colocamos la regla alineando el 0 con el borde del objeto, y luego
vemos que el otro borde “casi” coincide con la marca de 16 cm.
Podemos decir que el objeto mide 16 cm de largo, aunque si que-
remos mayor precision, vemos que en realidad no son 16 cm sino
algo menos: aproximadamente 15 cm y 8 milimetros, es decir,
15.8 cm. ;Qué medida es la correcta? Pues ambas lo son, pero todo
depende de para qué deseamos esa medicion: si se trata de ador-
nar una repisa, probablemente 16 cm sea mds que suficiente; si se
trata de acomodar el objeto en otro de medidas muy similares,
probablemente tengamos que utilizar los 15.8 0 15.9 cm. Si quisié-
ramos mds precision que la del milimetro tendriamos que recurrir
a otros instrumentos. Ademds, es necesario tener en cuenta que
también hay errores que quiza estemos cometiendo al medir: tal
vez el borde no estd exactamente alineado con el 0, puede ser que
en nuestra regla los milimetros en realidad distan entre si un po-
quitito mds o un poquitito menos de un milimetro. Por todas estas
razones seria absurdo, después de una medicién hecha como en la
imagen, pretender que el objeto mide 15.843705432169942541 cm
o algo asi... cualquiera podria preguntar como le hicimos para
llegar a ese nivel de “precisién” jjjhasta de una trillonésima de
centimetro!!!!

Otro aspecto que tiene que ver con la precision en la medicién
de una longitud es que las longitudes que medimos pueden tener
variaciones; por ejemplo, al medir la distancia entre dos ciudades
tendriamos que aclarar si es "a vuelo de pajaro" o por carretera (y si
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hay varias, cuél de ellas), los puntos de salida y de llegada, etc. Ade-
mas, los objetos mismos que medimos pueden cambiar. La distancia
de 384,403 km entre la Tierra y la Luna es en realidad un promedio,
ya que la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra no es un circulo
sino una elipse; hay de hecho una variacién de mds de 40,000 km
entre el punto mas lejano y el mds cercano a la Tierra de la 6rbita
lunar. Algo similar ocurriria si queremos medir el didmetro de una
amiba viva: podemos decir que mide unas 250 wm, pero si se mue-
ve la amiba esta longitud puede cambiar. Dadas estas variaciones,
seria absurdo decir que la distancia entre la Tierra y la Luna es de
384,403.4398746 km, o que una amiba mide 251.4872709 um.

Como tal vez observaste, la precisién de la medida es un proceso
similar al de redondeo que vimos en la seccién anterior, y estd suje-
ta a consideraciones muy parecidas.

Pensemos ahora en la medicién de la capacidad en un ambi-
to cotidiano: la cocina. En las recetas de cocina se habla de tazas,
cucharadas, cucharaditas y gotas; seguramente habrds visto algin
juego de tazas y cucharas para medir con 1 taza y algunas de sus
fracciones: %, %, %, etc., y lo mismo con las cucharas y las cucharitas,
hasta % de cucharadita. En general no se especifica de qué tamano
son estos utensilios, porque no es necesario llegar a una precision
extrema, o porque la precision estd dentro del sistema mismo. Por
ejemplo, cuando se prepara arroz con la receta de “dos tazas de agua
por cada taza de arroz” no importa de qué tamaiio es la taza, por-
que se da por sentado que se usa la misma taza para medir el arroz
y el agua. O cuando se habla de recetas en las que un poco mas o
un poco menos no importan, se prescinde también de mencionar
el tamafio de la taza, la cuchara o la cucharita. Cuando la precisién
es indispensable, lo que puede ocurrir en recetas en las que un poco
mds o menos si importe, o en las que se combinen tazas y cucha-
ras con otras unidades, como “250 gramos de mantequilla”, se dice
que 1 taza son 250 ml, 1 cucharada son 15 ml y una cucharadita
son 5 ml. En cuanto a las “gotas”, dentro del ambito de las recetas
de cocina son tan ambiguas como, hablando de masas, las “pizcas’,
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los “poquitos” o las “puntas de un cuchillo” Muchos de nosotros
hemos sido (o conocemos a alguien que lo ha sido) el novato en
la cocina que al leer una receta que mencione unas gotas de algin
ingrediente, piense: “gotas, si, pero ;de qué gotero?”.

Justamente las gotas nos dan pie a hablar de precisién: cuando se
trata de recetas de cocina, la ambigiiedad y la imprecisiéon no son un
inconveniente, sino que abren un margen para el “toque personal”:
habra un cocinero que le agregue un poco mas o un poco menos
de determinado ingrediente y le imprima asi un sello propio, una
especie de firma. Pensemos, por otra parte, en un medicamento que
requiere administrarse en cierta cantidad de gotas. Ahora la impre-
cisién podria llegar a tener repercusiones graves: dependiendo del
gotero, las “gotas” podrian resultar en dosis peligrosamente excesi-
vas o insuficientes del medicamento y, para evitar esto, la compaiiia
farmacéutica provee el gotero adecuado junto con el frasco del me-
dicamento: “gotas, si, pero justamente de este gotero”.

Algo similar se podria decir de, por ejemplo, las medidas de
masa. Para hablar de precisién podemos, de nuevo, comparar los
ambitos de la cocina y la farmacia: si estamos preparando una rece-
ta de cocina, agregar 250 gramos de mantequilla o 251 o 260, real-
mente no tiene un gran efecto en el resultado final. En cambio, un
miligramo mds o menos en una férmula farmacéutica si puede re-
sultar muy importante. La precisién es muchisimo mas importante
en el dmbito de la farmacia que en el de la cocina.

Fl sistema de referencia no solo considera las unidades, sino tam-
bién la manera en la que estas se subdividen. Cuando se habla del
Sistema Internacional de medidas, las subunidades —segtin veremos
enseguida— van de diez en diez, lo que las vuelve sumamente practi-
cas al hacer cambios de unidades. Sin embargo, en la vida cotidiana
también usamos fracciones comunes para dividir las unidades, sobre
todo medios y cuartos, como se hace en otros sistemas de referencia,
entre ellos el de uso comuin en EEUU. Aunque estemos utilizando
metros, litros y kilos, no por eso dejamos de hablar de “medio me-

»

tro de tela”, “un cuarto de kilo de queso” (o incluso “un cuarto de
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queso”), “medio cuarto de kilo de jamén”, o hasta de “tres medios
litros”. Lo importante es que sea una subdivisién facil de efectuar,
comprensible para nuestros interlocutores y de uso practico.

También es conveniente considerar que los sistemas de referen-
cia para la medicién son una parte intrinseca de cada cultura. Mu-
chos de los pueblos indigenas mexicanos tienen maneras propias de
medir las longitudes, dreas, pesos, etc.; por ejemplo, es usual medir
las dreas de terrenos de cultivo con “jicaras”; tal vez te preguntaras
qué tiene que ver un recipiente con un terreno, y la respuesta es que
si llenas una jicara con granos de maiz, y siembras de la manera
tradicional con una determinada cantidad de granos cada paso en
surcos colocados a distancias determinadas, la cantidad de granos
de maiz que caben en una jicara establece con bastante precision la
superficie del terreno que se estd sembrando.

2.4.2. Sistema Internacional de unidades (SI)

Como sabes, frecuentemente las unidades de medicién estdn agru-
padas en unidades mayores o tienen subunidades. Poder pasar de
unas a otras es importante porque, como hemos sefialado, siempre
procuramos usar una unidad que resulte conveniente y comoda.
El Sistema Internacional de unidades —también llamado Sistema
Internacional de medidas o SI-es un sistema de medicién de longi-
tudes, dreas, volimenes, capacidades, masas y otras caracteristicas
fisicas de los objetos. Es el nombre que recibe actualmente el Siste-
ma Métrico Decimal (SMD), disefiado a finales del siglo XVIII con
el doble objetivo de establecer un mecanismo comun para pasar de
unidades a subunidades (y viceversa) de una manera que fuera arit-
méticamente sencilla, y de relacionar entre si las distintas unidades.

El funcionamiento bésico del SI se describe a continuacion.*

* En la actualidad el SI es usado en todos los paises, con la excepcion de tres (Esta-
dos Unidos de América, Liberia y Birmania).
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+ Para cada caracteristica (la longitud, la masa, etc.) se define
una unidad basica y, a partir de ahi, unidades mas grandes
que son multiplos de 10 de la basica:

— 10 veces la unidad bdsica se llama deca- (da)
— 100 veces la unidad bdsica se llama hecto- (h)
— 1,000 veces la unidad badsica se llama kilo- (k)
y unidades mds pequenas que son submultiplos de 10 de la
basica:
— 0.1 de la unidad badsica se llama deci- (d)
— 0.01 de la unidad bésica se llama centi- (¢)
— 0.001 de la unidad bésica se llama mili- (m)
— 0.000001 de la unidad bdsica se llama micro- (u)
Nota: Como se verd mds adelante, algunas de estas unida-
des no se usan en la prictica, pero es 1util tenerlas en cuenta
para las conversiones.

+ El metro es la unidad bésica de longitud. A partir del metro

se definen unidades para otras caracteristicas:

— Para medir 4reas se usa el metro cuadrado (m?), que es el
area de un cuadrado de Im de lado

— Para medir volimenes se usa el metro cibico (m?), que es
el volumen de un cubo de 1m de arista

— Para medir capacidades la unidad bésica es el litro (1), que
es lo que cabe dentro de un dm?,

— Para medir masas se usan el gramo (g) y el kilogramo
(kg); este dltimo se define como la masa de un litro de
agua.

Asi tenemos, en cuanto a las unidades de longitud, que un kild-
metro es igual a 10 hectémetros o a 1,000 metros, etc.; un metro es
igual a 0.001 kilémetros, o a 100 centimetros, etc. Podemos enton-
ces escribir las equivalencias de cada medida ast:
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1km= 10 hm = 100 dam = 1,000 m= | 10,000 dm = | 100,000 cm = | 1,000,000 mm
0.1 km = 1hm = 10 dam = 100 m = 1,000 dm = | 10,000 cm = | 100,000 mm
0.01 km = 0.1 hm = 1dam = 10m = 100 dm = 1,000 cm = 10,000 mm
0.001 km = 0.01 hm = 0.1 dam = 1m= 10dm = 100 cm = 1,000 mm
0.0001 km = 0.001 hm = 0.01 dam = 0.1m= 1dm= 10cm = 100 mm
0.00001 km = | 0.0001 hm= | 0.001dam= [0.01m= |[0.1dm= 1cm= 10 mm
0.000001 km = | 0.00001 hm = | 0.0001 dam = | 0.001 m = | 0.01 dm = 0.1cm= 1 mm

Observa que hemos marcado con sombreado violeta cuantos me-
tros (o fracciéon de metro) son equivalentes a cada una de las me-
didas. Otra manera de expresar lo anterior es usando las potencias
de 10 (con exponentes positivos y negativos, como los que se men-
cionaron en la pégina 138):

1km = 10" hm = 10% dam = 10°m = 10*dm = 10°cm = 10 mm
10" km = 1hm= 10" dam = 10°m = 10°dm = 10*cm = 10° mm
102 km = 10~ hm = 1 dam = 10'm= 102dm = 10°cm = 10* mm
10 km = 102 hm = 10" dam = 1m= 10"dm = 102cm = 10° mm
10 km = 10 hm = 102 dam = 10" m = 1dm = 10"cm = 102 mm
10 km = 10* hm = 10-* dam = 102m= 10-"dm = 1cm = 10" mm
10 km = 10°hm = 10~ dam = 10°m= 102dm = 10"cm = 1mm

Una tabla como las anteriores nos puede servir para saber cémo
pasar de una unidad a otra.

+ Siqueremos convertir algo expresado en cierta unidad a uni-
dades menores, multiplicamos por una potencia de diez. Por
ejemplo:

— Para pasar de km a m multiplicamos por 10° Es decir,
corremos el punto decimal 3 lugares a la derecha. Asi,
1.25 km = 1250 m,y 10 km = 10000 m

— Para pasar de m a cm multiplicamos por 10%, como en

0.7m=70cm
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+ Si queremos convertir algo expresado en cierta unidad a
unidades mayores, dividimos entre una potencia de diez. Por
ejemplo:

— Para pasar de mm a m dividimos entre 10°. Es decir, co-
rremos el punto decimal 3 lugares a la izquierda. Asi,
15.42 mm = 0.01542 m y 186374 mm = 186.374 m

— Para pasar de cm a km dividimos entre 105, como en
567802 cm = 5.67802 km

Estas conversiones se pueden entonces esquematizar as:

NP PN PN,
T T T T I I

Como dijimos, en la practica no se utilizan todas las unidades. Para

hablar de longitudes, por ejemplo, los decimetros y los hectéme-
tros practicamente no se utilizan: no se dirfa que una habitacién
mide un decametro de largo, sino 10 metros. Pero tener en cuenta
que existen nos permite recordar por cual potencia de diez hay que
multiplicar o dividir para pasar de una unidad a otra.

Las conversiones entre litros y decalitros, hectolitros, etc., o de-
cilitros, centilitros, etc. se hacen de manera andloga a las conversio-
nes entre las unidades de longitud que acabamos de ver. Pero como
por definicién el litro estd relacionado con las unidades de volu-
men, también es usual hablar de metros ctibicos: por ejemplo, no
se suele decir que la cantidad de agua en un tinaco sea un kilolitro
(1 kl) sino 1 m?, aunque sean equivalentes.

Algo similar ocurre con las conversiones entre gramos, kilogra-
mos, miligramos, etc., con la salvedad de que ahi hay otra unidad:
la tonelada, que es equivalente a 1,000 kilogramos.

Sin embargo, las conversiones entre unidades de drea o entre
unidades de volumen no se comportan asi. Veamos qué ocurre con
las unidades de drea. Si pensamos en longitudes, en un decimetro
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hay diez centimetros.
Pero jcudntos centi-
metros cuadrados hay
en un decimetro cua-
drado? Un decimetro
cuadrado (1 dm?) es el
drea de un cuadrado
que mide un decime-
tro de lado, es decir, el
drea del cuadrado que
hemos puesto a la dere-
cha; si cada uno de los
cuadritos mide 1 cm de

lado, cada cuadrito tiene de drea 1 cm?, y entonces hay ;100 cm? en

un dm?! Esto es, las conversiones entre unidades de 4rea no van de

10 en 10, sino de 100 en 100, es decir, de 102 en 102 Esquematica-

mente, ahora tenemos:

Y si ahora pensamos en
volimenes, un dm?3 es
el volumen de un cubo
que mide 1 dm de lado.
Cada una de las caras
de ese cubo es como el
cuadrado de arriba. En
la primera capa de cubi-
tos, iluminada en color
morado, hay 100 cubitos
de 1 cm de lado, o sea de
1 ¢cm®. Como en el cubo
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hay diez capas de estas, caben diez veces 100 cubitos de 1 cm de
lado, es decir, diez veces 100 cubitos de 1 cm3, o sea 1,000 cubitos de
1 cm?. Entonces, las conversiones entre unidades de volumen van
de 1,000 en 1,000, es decir de 10° en 10% Esquemadticamente, ahora
tenemos:

Los esquemas anteriores nos pueden ayudar a resolver preguntas

como estas:

+ LaRepublica Mexicana tiene una superficie de 1,964,375 km*
;Cudntas hectdreas son? Como una hectdrea (ha) es lo mis-
mo que un hectémetro cuadrado, para pasar de km? a hec-
tdreas multiplicamos por 102, es decir, por 100. México tiene
196,437,500 ha: casi 200 millones de hectéreas.

+ ;Cuantos litros de agua caben en una pipa de 10 metros ctibi-
cos? Aqui tenemos en juego una unidad de capacidad (litro)
y una unidad de volumen (metro cibico). Como un litro es
lo que cabe en un decimetro cibico, lo que queremos saber
es cudntos decimetros ctibicos hay en 10 metros ctbicos: y
los que hay son 10 x 10° = 10*. Es decir, en una pipa de 10 me-
tros ctbicos caben diez mil litros de agua.

El Sistema Internacional de unidades permite entonces pasar de
una unidad a otra con célculos muy sencillos. Esto no es tan facil
en otros sistemas; por ejemplo, en Estados Unidos de América se
usan —entre otras unidades de longitud— la milla, la yarda, el pie y
la pulgada, pero una milla son 17,600 yardas, una yarda son 3 pies
y un pie son 12 pulgadas.
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2.4.3. Algunas medidas que no estan en el SI

Aungque el Sistema Internacional (SI) de medidas sea el sistema de
referencia mas usual, en algunos dmbitos se utilizan otras unidades,
ya sea por razones de tradicién gremial o de intercambios cultura-

les 0 econdmicos.

Aqui veremos algunas unidades de medida que se utilizan en
México, pero que no son parte del Sistema Internacional de me-
didas. En la actualidad es en Estados Unidos de América donde
se sigue usando la mayoria de ellas. Al final de este apartado se
mencionardn, también, las unidades utilizadas para medir la me-

moria en las computadoras.

Sistema estadounidense

En EEUU no se usa el Sistema Internacional de medidas sino otras
unidades; algunas de ellas se utilizaban en nuestro pais antes de
la creacién del SMD y encontramos todavia algunos remanentes
en diversos usos. El sistema tiene varias peculiaridades, entre las
que cabe mencionar las siguientes:

+ las medidas de capacidad difieren segtin se esté midiendo
sustancias liquidas o dridas (como granos de cereal);

+ hay unidades que reciben el mismo nombre, pero se refieren
a magnitudes diferentes, por ejemplo: onza, cuarto, pinta;

* no todas las medidas utilizadas en EEUU son iguales a las uti-
lizadas en el imperio britdnico con anterioridad;

+ el factor de conversion de cierta unidad a una mas pequena
no es necesariamente el mismo, aunque se esté hablando de
la misma magnitud. Por ejemplo, en EEUU hay las siguientes
unidades de longitud:

— Una milla son 80 furlongs
— Un furlong son 40 rods
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— Unrod son 5 % yardas

— Una yarda son 3 pies

— Un pie son 12 pulgadas

— Una pulgada es lo que mide (aproximadamente) un
pulgar

— (Las unidades mds pequenas son la subdivision de una
pulgada en medios, cuartos, octavos, etc.)

La siguiente tabla te podrd servir de referencia en caso necesario.

ivalenci h
Magnitud Unidad Abreviacion Equivalencia aprox.
en el SI
pulgada in 2.54 cm
pie ft 30.48 cm
Longitud
yarda yd 0.9 m
milla mi 1.609 km
yarda cuadrada sqyd 0.84 m?
Superficie
acre ac 0.405 ha
Volumen yarda cubica cuyd 0.76 m®
onza fl oz 29.6 ml
pinta pt 0.4731
Capacidad
para liquidos cuarto qt 0.946 1
gal6n gal 381
barril 1591
pinta pt 0.551
Capacidad cuarto qt 111
para aridos galon gal 441
bushel bu 3521
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Equivalencia aprox.
Magnitud Unidad Abreviacién e L
en el SI
onza oz 2835¢g
cuarto qtr 11.34 kg
Masa o peso
libra Ib 454 g
stone st 6.35 kg

Longitudes

En algunos oficios (plomeria, mecénica, sastreria, carpinte-
ria...) se usan la pulgada y sus fracciones; por ejemplo, se
habla de una llave de % o de un tablon de %, medidas que
se refieren a cinco octavos o tres cuartos de pulgada. Tam-
bién suele utilizarse las comillas como simbolo de pulgadas:
un tablon de % es un tabléon de % de pulgada.

En el juego de futbol americano se habla de yardas.

Las distancias en algunos paises anglosajones se miden en
millas; una milla son 1.609 km.

En el mar lo usual es medir las longitudes horizontales en
millas nduticas (1 milla ndutica son 1,852 metros), pero las
verticales, o sea la profundidad del mar, en brazas (1 braza
es 1.852 metros: la milésima parte de una milla ndutica).
La milla ndutica también es la base de la unidad usual para
medir la velocidad del viento o de aeronaves: el nudo (que
es una milla ndutica por hora). Y ya que hablamos de aero-
naves, la altura a la que estas viajan se suele medir en pies.
En astronomia la unidad de longitud madas usual es
el afio luz: la distancia que recorre la luz en un afio
(9,460,728,000,000 km, es decir, algo menos de 10 billones
de kilémetros).
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Capacidades

Algunos recipientes de liquidos para el hogar expresan
el contenido en galones; un galén es, aproximadamente,
3.8 litros.

Los biberones y las llamadas “f6rmulas” de leche para bebé
estan calculados en onzas liquidas; curiosamente, también
las usan los cantineros para preparar algunas bebidas al-
coholicas. Por cierto, se trata aqui de las onzas liquidas,
que segun si se trata del sistema inglés o del estadouni-
dense, equivalen a 28.4 ml o a 29.6 ml, respectivamente,
y no de alguna de las dos unidades de peso con el mismo
nombre (ver abajo).

Masas y pesos

Algunas masas en paises anglosajones se miden en libras
(una libra son 454 gramos).

La onza comun (28.3 gramos) es otra medida de masa usa-
da en paises anglosajones. La onza troy (31.3 gramos) se

utiliza en joyeria y numismadtica.

Espacio de memoria computacional

En algunos contextos la manera actual que se tiene en el ambiente

de programacién computacional para medir el espacio de memo-

ria es asi:
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Un terabyte (1TB) son 1024 gigabytes

Un gigabyte (1GB) son 1024 megabytes

Un megabyte (1MB) son 1024 kilobytes

Un kilobyte (1KB) son 1024 bytes

Un byte son 8 bits, es decir, una sucesién de 8 valores que
pueden ser 0 0 1
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Aunque estos nimeros pueden parecer tan arbitrarios como los
de las conversiones entre millas, furlongs, rods y otros, se basan en
la 16gica binaria: 1024 es 2'°, es decir 2x2x2x2x2x2x2x2x2x2.

Sin embargo, atn no hay un acuerdo en las conversiones
entre unidades, y ocurre, por ejemplo, que cuando se habla de
hardware se usan las mismas unidades, pero con un sistema de-
cimal, segtin el cual:

+ Un terabyte son 1000 gigabytes

+ Un gigabyte son 1000 megabytes
+  Un megabyte son 1000 kilobytes
+  Un kilobyte son 1000 bytes

Medicion del tiempo
Otras unidades que no estdn en el Sistema Internacional son las
del tiempo. Los factores de conversiéon de una unidad a la siguiente
tampoco van de diez en diez. Como sabes:

+ Un siglo son 100 anos

+ Un afo son 12 meses, o aproximadamente 365 dias

+  Un mes son 30 dias (segtin la convencién)

+ Un dia son 24 horas

+ Una hora son 60 minutos

+  Un minuto son 60 segundos

Y las unidades mds pequenas son la subdivisién de un segun-

do en décimos, centésimos, etc.)

De estos factores de conversién, algunos provienen de realidades
de la naturaleza, como el hecho de que un dia es el tiempo que le
toma a la Tierra dar una vuelta sobre su propio eje, y el hecho de
que le toma 365.242193 dias a la Tierra darle la vuelta al Sol. Otros
son confecciones humanas, como la particion del dia en 24 horas,
y la particiéon de una hora en 60 minutos. Estos nimeros pueden
parecer arbitrarios, pero tienen algunas ventajas; el hecho es que
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cuando los cientificos que crearon el SMD pusieron manos a la obra
para unificar y simplificar todo, consideraron muchas caracteris-
ticas (jhasta la temperatura!), pero no cambiaron las subdivisiones
del dia, y seguimos dividiendo el dia en 24 horas y luego las horas
en 60 minutos y los minutos en 60 segundos (a esta divisién de la
unidad en 60 partes se la llama “sexagesimal”).

Eso quiere decir que hay que tener mucho cuidado al manejar
datos relacionados con el tiempo. Cuando se habla de horas, mi-
nutos y segundos lo usual es poner dos puntos entre unos y otros;
por ejemplo, 3:15 hrs son tres horas con quince minutos. En el uso
diario, lo mas comun es que el nimero antes de los dos puntos se
refiera a la cantidad de horas, y si ademds se desea senalar los se-
gundos se usan nuevamente dos puntos. Asi, 2:40:45 hrs se refiere a
dos horas con 40 minutos y 45 segundos; muchos relojes comple-
tan a dos cifras la primera cantidad, y expresan ese tiempo como
02:40:45. Por otra parte, si estamos hablando de tiempos muy cor-
tos, también podriamos expresar tres minutos con quince segundos
asi: 3:15 min.

;Cémo convertir entonces, por ejemplo, los tiempos que estin
expresados en meses en tiempos expresados en dias, o como ex-
presar en horas lo que estd expresado en minutos? Como primer
acercamiento podemos tener un esquema similar a los anteriores,
solo que ahora no vamos de diez en diez, ni siempre el factor de

conversion es el mismo:

IR OO PR Ry

minutg_ segundo

M‘UU@U

Veamos entonces algunos ejemplos de célculos y conversiones con

tiempos.
+ Supongamos que quieres programar en una presentacion

tres videos cuya duracién en minutos es, respectivamente,
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5:16, 4:48 y 6:31, dejando entre cada video un letrero que apa-

rece en la pantalla durante 2 segundos. ;Cudnto dura toda la

presentacion? Quieres sumar

5:16 + 0:02 + 4:48 + 0:02 + 6:31
Una manera es, primero, sumar los minutos:
5+0+4+0+6=15
y luego sumar los segundos:
16+2+48+2+31=99
Como 99 segundos son mas de un minuto, los convertimos en
99 =60 + 39

0 sea en un minuto, que sumamos a los 15 que ya tenfamos,

y 39 segundos. La presentacién durard en total 16:39 minutos.
+ Enuna estacién de radio se transmite 80 veces a la semana un

promocional que dura 43 segundos. ;Cudnto tiempo se dedi-

ca semanalmente al promocional? Tenemos 43 x 80 = 3440 se-

gundos, pero ;cudntos minutos u horas son eso? Podemos

utilizar la calculadora para hacer el célculo, como se muestra

a continuacion:

Operacion en la calculadora Interpretacion

el tiempo total para el promocional, expre-
3 0 BE = 3HHE
sado en segundos

el tiempo total para el promocional, expre-

BB @ 5133333, .. . . .
e sado en minutos: 57 minutos y algo més
SRR EEEEE el “algo mds” restante, expresado en minutos
(BB & 2B el “algo mds” restante, expresado en segundos

Es decir, semanalmente se dedican al promocional 57 minu-
tos con 20 segundos, 00:57:20 hrs, algo menos de una hora.

Cuando se trabaja repetidamente con tiempos, es frecuente que se

traduzcan todos a niumeros decimales. Tomemos nuevamente el
ejemplo de 3 horas con 15 minutos, 3:15 hrs. Como 15 minutos
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son la cuarta parte de una hora, también decimos que 3:15 hrs son
3 horas y un cuarto (3 horas y %). Ese “cuarto”, expresado deci-
malmente, es 0.25. Es decir, 3:15 expresado decimalmente es 3.25
horas. Observa que para pasar de 0:15 a 0.25 lo que podemos hacer
es dividir 15 entre 60.

Observa también la diferencia entre usar dos puntos y un punto.
Asi, 3:15 es equivalente a 3.25. Sin embargo, 3.15 y 3:25 no son equi-

valentes, como se muestra en seguida:

sexagesimal decimal
3:15 (tres horas y 15 minutos) = | 3.25 (tres horas y 25 centésimos de
hora)
3:09 (tres horas y 9 minutos) = 3.15 (3 horas y 15 centésimos de
hora)
3:25 (tres horas con 25 minutos) = 3.416666... (3 horas y casi 42 centési-
mos de hora)

De manera similar, 1.5 horas es una hora y media, o sea 1 hora con
30 minutos (1:30), y no 1 hora con 5 minutos y tampoco 1 hora
con 50 minutos. En forma analoga, 0:20 expresado decimalmente
es 0.33333...; efectivamente, veinte minutos son un tercio de una
hora.

;Cémo convertir horas y minutos, o minutos y segundos, a nad-

meros decimales y viceversa? En general:

+ Para pasar de horas y minutos a horas y fracciones decimales
de hora, divide los minutos entre 60 y agrégale el resultado a
las horas. La misma operacion se realiza para pasar de minu-
tos y segundos a minutos y fracciones decimales.

— Por ejemplo, 4:20 minutos = 4+%= 4.333... minutos.

+ Inversamente, para pasar de horas y fracciones decimales a
horas y minutos, multiplica la parte decimal por 60 y el resul-
tado son los minutos. La misma operacidn se realiza para pa-
sar de minutos y fracciones decimales a minutos y segundos.
— Por ejemplo, 5.40 horas = 5 + (0.40x60) = 5:24 horas.
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Para terminar, veremos un par de ejemplos que resolveremos paso

a paso.

+ Convirtamos 6:19:43 horas (6 horas con 19 minutos y 43 se-

gundos) a horas y fracciones decimales. Para ello:

podemos empezar teniendo una estimacién del tiem-
po: se trata de 6 horas y un poco menos de 20 minutos
(14=0.33333... de hora), o sea algo menos de 6.33333...
horas;

convirtiendo los segundos en fracciones decimales
de minuto, lo que obtenemos es que 43 segundos son

g =0.71666... minutos;

ahora la cantidad de minutos que tenemos son los 19 que
aparecian en la expresion original mas los 0.71666... que
acabamos de encontrar. Es decir, tenemos 19.71666. .. mi-
nutos;

convirtamos esos minutos en una fraccién decimal de
hora: % =0.3286111... horas.

Es decir, 6:19:43 horas se convierten en 6.3286111... ho-
ras; esto coincide con nuestra estimacién. Segun la pre-
cisién que necesitemos, podemos redondear a 6.33 horas
0 a 6.3 horas

+ Ahora convirtamos 2.46923 horas en horas, minutos y se-

gundos.

primero veamos que se trata de algo menos de 2.5 horas,
o sea de algo menos de 2:30 horas;

luego 0.46923 horas se convierten en 0.46923x60=28.1538
minutos, es decir 28 minutos y 0.1538 minutos;

después, 0.1538 minutos se convierten en 0.1538x60=9.228
segundos, es decir 9 segundos y una fraccién decimal; si
solo nos interesan los segundos redondeamos este resul-
tado a 9 segundos;
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— entonces tenemos 2 horas mds 28 minutos mds 9 segun-
dos, es decir que 2.46923 horas son 2:28:09 horas. Efecti-
vamente, esto es algo menos de 2:30 horas.

EJERCICIOS
Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-

rios para tu proceso de aprendizaje.

2.31. Convierte las siguientes medidas como se indica:

a) 56362m=___ km i) 324mg=__ug

b) 3127.7cm=___m j) 36cm’=___ dm?’
c) 0.0327m=___mm k) 546ha=__ m?’

d) 05631m=__dm ) 324m’°=__ cm?®
e) 563cl=__1 m)0.043m’=___ dam’®
f) 56.7ml=___ n) 451=__ dm?’

g) 5684.2g=__ kg 0) 56.045hm’=___ 1
h) 0.0052kg=__ mg

180



2. Operaciones

2.32. Convierte las siguientes medidas como se indica:

a) 6362km=__ m
b) 0456 mm=___cm
c) 13481 um=__ mm
d) 18946 dam=__ km
e) 556hm=___cm

f) 21km=___ mm
g) 0.005471=___d

h) s71dl=__ 1

i) 871dl=__ dal

j) 0.000521=__ ml
k) 70.712dg=__ mg

1) 250g=___ kg

m)1674ug=__ cg

n) 3.24mg=__ ug

0) 0.042m?’=___ cm?
p) 5634km*=___ ha
q) 0.5571 dm’=_ mm?
r) 324mm’=__ cm’
s) 4701dm’=__ m’
t) 5640 hm®*=__ m?
u) 26.1ce=__ mm’
v) 4831m’=__ Kk
w)32061l=__ m?

x) 88.8dm’=__ dl

2.33. ;Con qué unidad serfa mas conveniente expresar cada una de

las siguientes medidas?

a) La distancia, en una ciudad, entre el z6calo y la caseta de salida a la

autopista

b) El tiempo que dura una pelicula

¢) La dosis de dcido acetilsalicilico en una aspirina

d) La distancia entre una puerta cerrada y su marco

e) El contenido de una cisterna de agua

f) Latemperatura a la que debe estar un horno para elaborar una receta

g) El tiempo que pasa entre que se vislumbra un rayo y se oye el trueno

h) La capacidad del tanque de gasolina de un automévil
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2.34. ;Con qué unidad serfa mds conveniente expresar cada una de
las siguientes medidas?

a) El contenido de un paquete de cereal

b) El contenido de un frasco de mermelada

¢) Eltiempo que tarda un vuelo transcontinental

d) El contenido de un barril de petréleo

e) El peso de la “ballena” (o trabe) con la que estd construido un puente

f) La distancia entre las yemas del pulgar y el menique en una mano
extendida

g) Ellargo del cabello de un cantante de rock

h) La cantidad de insulina en una ampolleta inyectable

i) La distancia entre dos estrellas

j) El contenido de agua en una alberca olimpica

k) El drea del Zocalo de la Ciudad de México

1) La cantidad de alfombra necesaria para cubrir una recimara

m) La cantidad de bies necesario para hacer el dobladillo de una falda

n) La cantidad de gas utilizado en un mes en una casa

o) La cantidad que hay que pagar por medio kilo de queso

p) La cantidad de oro que hay que utilizar para fabricar un dije

q) Eltiempo que tarda Jupiter en darle la vuelta al Sol
2.35. Contesta las siguientes preguntas.

a) Luz Marfa compré medio cuarto de queso rallado. ;Cudntos gramos
de queso compré?

b) Un recién nacido pes6 3875 gramos. ;Cudl es su peso en kilos?

¢) Elsonido viaja a 343 m/seg. ;Cudl es su velocidad en km/hora?

d) Una cisterna mide 12.5 m de largo por 5.2 m de ancho y tiene una pro-
fundidad de 1.7 m. ;Cudntos litros le caben? (Nota: El volumen de la cis-
terna se calcula multiplicando el largo por el ancho y por la profundidad)

e) ;Cudntos mililitros caben en una jeringa de 10 cc? (Nota: 1cc = 1cm?)

f) Un boxeador famoso pesaba 176 libras. Si una libra son 454 gramos,

scudnto pesaba el boxeador en kilos?
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2.36. Contesta las siguientes preguntas.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

En una farmacia, una sefiora compro tres cuartos de litro de agua oxi-
genada. ;Cudntos mililitros de agua oxigenada compré?

En una revista se anuncia que cierto automdévil rinde 35 millas por
galén de gasolina. Si una milla son 1.609 kilémetros y un galén son
3.8 litros, scudl es el rendimiento del automévil en kilémetros por litro?
;Cudnto mide de ancho una broca de % de pulgada, si una pulgada son
2.54 cm?

Un libro de 856 paginas pesa 1.320 kg antes de empastarlo. ;Cudnto
pesa cada hoja?

Unos azulejos cuadrados de 30 cm de lado se venden en cajas de 14 pie-
zas. Si se tienen 3 cajas, ;qué superficie se puede cubrir con los azulejos?
Un frasco de jarabe tiene un cuarto de litro. Si el paciente debe tomar
5 ml cada 8 horas, ;para cudntas tomas le alcanza el frasco?

Una persona mide 1.68 m. ;Cudl es su estatura en centimetros? ;Cudl es

su estatura en decdmetros?

2.37. Convierte las siguientes medidas como se indica:

a)
b)
<)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

100 meses=_____anosy____ meses

1000 dias=____anos,_____mesesy____dias
100dias=___ mesesy___ dias
10dias=___ horas

100 horas=___ diasy____ horas

10 horas=_____ minutos

100 minutos =_____horasy____ minutos

10 minutos = _____ segundos

100 segundos = minutosy ____ segundos
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2.38. Convierte las siguientes medidas como se indica:

a) 7anos=____ meses

b) 10 anosy 10 meses = _____ meses

C) 34meses=____anosy_____ meses

d) 10 afos, 10 meses y 10 dias=____ dias

e) 555dias=___ anos,____ mesesy____dias
f) 7mesesy2dias=___ dias

g) 3dias= horas

h) 8 diasy8horas=___ horas

i) 300 horas=___ diasy___ horas

j) 10 horasy 10 minutos = _____ minutos

k) 60 minutos=____ segundos

1) 5minutosy5segundos=___ segundos
m)156 segundos = minutosy _____ segundos

2.39. Expresa los siguientes tiempos en decimales o sexagesimales

como se indica:

a) M:11horas=__ . horas

b) 1111horas=___ :  horas

¢) 25112minutos=___ . minutos
d) 2512 minutos=___ : minutos
e) 823:12horas=__ . horas

f) 82312horas=___: :  horas

2.40. Expresa los siguientes tiempos en decimales o sexagesimales

como se indica:

a) 08:30horas=___ . horas

b) 08.30horas=___ :  horas

¢) 1515 minutos=___ .. minutos
d) 1515 minutos=____: minutos
e) 10:10:10horas=___ . horas

f) 101010 horas=___: :  horas
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2.41. Contesta las siguientes preguntas.

a)

b)

<)
d)

e)

f)

Un alumno empezd su examen a las 10:05 a.m. y terminé a las 11:37 a.m.
;Cudntos minutos tardé en el examen?

Un corredor tardé 2.55 horas en completar la carrera de maratén.
;Cudntas horas, minutos y segundos corri6?

Si una pelicula dura 137 minutos, ;cudntas horas dura?

Si un profesor tiene una antigiiedad de 10.87 anos, ;a cudntos meses y
dias asciende su antigiiedad?

Un pastel requiere 40 minutos en el horno. Si se mete al horno a las
11:52 a.m., ;a qué hora hay que sacarlo?

Javier llev6 un curso de computo de 50 horas en total, en 15 sesiones

semanales. ;Cudnto duraba cada sesién?

2.42. Contesta las siguientes preguntas.

a)
b)

c)

d)

e)

£)

Sila edad de un bebé es de 30 meses, ;cudl es su edad en anos?

Una persona salié de la Ciudad de México a las 8:35 a.m. y lleg6 a Gua-
najuato a la 1:20 p.m. ;Cudnto tiempo tardé en llegar?

;Cudnto tiempo, en siglos y décimos de siglo, ha transcurrido desde la
revolucién francesa?

Elisa va a presentar un examen de 120 preguntas de opcién multiple y
le dan para ello 3 horas. ;Cudntos minutos en promedio debe calcular
para cada pregunta?

En una fébrica de botones, la maquina A produce 100 cajas de 80 boto-
nes cada una en 2:15 horas. Ahora se pretende comprar otra maquina
(B) que produce en 2.5 horas 200 cajas de 50 botones cada una. ;Cual
de las dos maquinas es mds rdpida?

Hoy es martes. ;Qué dia de la semana serd dentro de cuatro afios exac-

tamente?
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2.43. En cada uno de los siguientes incisos hay un absurdo. Indica
cudl es.

a) La zona metropolitana de Ciudad de México estd a 2200 me-
tros sobre el nivel del mar, y tiene aproximadamente 22 millo-
nes de habitantes. Por lo tanto a cada habitante le corresponde
2200+22000000 = 0.0001 m = 0.1 mm

b)

BIENVENIDO A

San Azul el Verde

¢) En una receta se indica poner al horno una masa, a 200 °C por 20 mi-
nutos. Marisol tiene mucha prisa, entonces decide poner la masa por
5 minutos a 800 °C.

d) Perla compré unos anteojos de 2.5 dioptrias. ;Cudntas dioptrias le to-
can a cada 0jo?

e) Un famoso vals le toma un minuto a un grupo de 30 musicos. ;Cudnto

tarda en tocarlo un grupo de 15 musicos?
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3.LETRAS EN EXPRESIONES MATEMATICAS

Una de las grandes dificultades a las que se enfrentan los estudio-
sos de ciencias sociales, al tratar de comprender relaciones entre
objetos matematicos o para realizar cdlculos, tiene que ver con el
uso de las letras en férmulas y con algunos simbolos que frecuen-
temente resultan extranos. En este capitulo intentaremos propor-
cionar, de manera muy breve, algunas explicaciones.

Antes de entrar en materia, pensemos que las matematicas son
un lenguaje y que, como todo lenguaje, tiene imprecisiones. Hay
veces en que dos palabras distintas se refieren al mismo significado
(“sinonimia”), y hay veces en que la misma palabra significa dos
cosas distintas (“homonimia”). He aqui algunos ejemplos de sind-
nimos, es decir, palabras distintas que tienen un mismo significado
—o significados muy similares— en espanol:

+  Morada, casa, vivienda, hogar, residencia, nido...

+  Cobrar, recibir, ganar, obtener, percibir, adquirir...

+ Bonito, bello, hermoso, precioso, lindo...

Por otra parte, ahora tenemos algunos ejemplos de homénimos, es
decir, palabras que significan dos o mds cosas distintas en espanol:
+ Gato: puede ser un felino, como en “mi gato se llama Peluso”,

0 un juego, como en “cuando juego gato con Irene siempre
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empatamos’, o una herramienta, como en “no pude cambiar
la llanta del coche porque no tenia gato”

+  Morada: puede ser un color, como en “la vestimenta de algu-
nos jerarcas eclesidsticos es morada”, o una casa, como en “su
humilde morada”.

+ Bravo: puede referirse a algo que no es manso, como en
“toro bravo”, o bien, a algo digno de aplauso, como en “;bra-
vo, muy bien!”, o inclusive a un apellido, como en “Nicolds
Bravo”.

+ Siento: puede ser del verbo sentir, como en “siento cosqui-
llas”, o del verbo sentar, como en “en esta silla me siento con
la espalda bien derecha”.

+ Tomo: puede referirse al verbo tomar, como en “cuando ma-
nejo no tomo”, o a un libro, como en “el segundo tomo de la

enciclopedia”

A la lista podriamos agregar otros casos en los que dos palabras
distintas se pronuncian igual, aunque se escriben con diferente
ortografia, como cocer (en una estufa) y coser (con aguja e hilo),
o como rallar (desmenuzar) y rayar (hacer rayas), o como hecho
(del verbo hacer) y echo (del verbo echar), o como ciento (100) y
siento (de los verbos sentir o sentar). En estos casos las confusiones
ocurren verbalmente y es importante tener en cuenta la ortogratia
para que no sucedan por escrito.

;Como sabemos cuando estamos hablando de un gato, un gato
o un gato? Asi enunciadas las palabras solas, no podemos saber,
pero puestas en un contexto general ya sabemos si se trata de un fe-
lino, un juego o una herramienta. En algunos casos, aun teniendo el
contexto puede haber confusiones, como si decimos: “en ese sillén
no me siento bien”. Otro ejemplo mexicano de homonimia que se
presenta en el mismo contexto es el de la palabra “hasta”: por ejem-
plo, si decimos “el doctor se encuentra en el consultorio hasta las
4 p.m., no queda claro si el doctor llega al consultorio a las 4 p.m., 0
bien, si estd ahi antes de las 4 p.m. pero se va a esa hora.
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En matematicas ocurre algo muy similar. Pensemos en el cono-
cido signo de igualdad: =. Este signo se puede leer como “igual a” o
como “es igual a”. La tinica diferencia entre ambas expresiones es la

. . <« » 3
presencia o ausencia del verbo “es”. Por ejemplo, veamos estas dos
afirmaciones y como leerlas:

Afirmacién Lectura
Este paquete pesa p = 6 kg “Este paquete pesa pe igual a seis kilos”

“En este otro paquete, pe es igual a

En este otro paquete, p = 8 kg ocho kilos”

Observa los verbos principales de las afirmaciones: “pesa” en la pri-
mera, y “es” en la segunda, donde el verbo estd incluido en el
signo =. Incluso podria ocurrir que se leyera la primera afirma-
cién como: “este paquete pesa pe es igual a seis kilos”, y la segunda
como: “en este otro paquete, pe igual a ocho kilos”, porque, aun-
que suena mal, se entiende. Pero esto puede ser distinto en frases
mads complejas.

;Como saber cudndo = se lee “igual a” y cuando se lee “es igual a”?
Como en el caso del gato, es el contexto el que le confiere sentido a
una lectura o la otra.

Por otra parte, en matemdticas frecuentemente se utilizan las
mismas letras para referirse a cosas distintas, e incluso algunos sim-
bolos se pueden utilizar también con sentidos distintos, siempre
dependiendo del contexto.

En todos los idiomas son frecuentes las historias chuscas y los
chistes de extranjeros que confunden palabras y significados, y
solo cuando estamos en una situacién similar comprendemos
verdaderamente las dificultades por las que atraviesa una persona
que aprende una lengua. Pues algo similar ocurre con ese len-
guaje que son las matemadticas: confundimos “palabras” y signi-
ficados, simbolos, usos de las letras, etc. Este capitulo pretende

ayudarte a “ser extranjero” en un mundo en el que la lengua sea
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matemadtica, explicitando algunas de las sinonimias y homoni-

mias mds importantes que hay en ella.

3.1. USO DE LETRAS EN EXPRESIONES MATEMATICAS

En esta secciéon veremos cémo las letras pueden tener diferentes
usos en expresiones matemdticas: variables, unidades, constantes y
otros casos. Nos detendremos un poco en aquellas letras y simbolos
mds usuales y resaltaremos algunos casos comunes de sinonimia y
de homonimia. Finalmente, analizaremos cémo manejar las diver-

sas letras que pueden aparecer en férmulas matemadticas.

3.1.1. Variables, valores y unidades de medida

Tal vez los usos mds frecuentes de letras en matematicas son las
variables, sus valores y las unidades de medida. No pretendemos
aqui dar una definicién formal de unas ni de otras, pero si explicar
mediante algunos ejemplos.

+ Pensemos en la estatura de una persona adulta llamada
Guadalupe, digamos: 1.68 m. Entonces tenemos un nimero
(1.68) y una unidad de medida (el metro). Ahora pense-
mos en otra persona llamada Trinidad, y digamos que mide
1.53 m: tenemos otro nimero y la misma unidad de medida.
Si pensamos en muchas personas, tenemos muchos ntimeros
distintos, y también puede haber personas que midan lo mis-
mo o casi lo mismo. Ahora tenemos una variable: la estatura
de personas adultas (medida en metros). Ademads, las estaturas
particulares de las personas son los valores de esa variable; en
nuestro ejemplo, 1.68 y 1.53 son valores de esta variable. Las
estaturas de adultos mas pequena y mas alta registradas han
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sido de 0.65 m y de 2.72 m, por lo que podemos decir que esta
variable toma valores en el intervalo [0.65, 2.72].

De la misma manera, el peso de las personas es otra variable,
y el peso de cada quien es un valor de esa variable. Por ejem-
plo, Guadalupe puede pesar 70 kg, y Trinidad puede pesar
67 kg. Y, claro, kg es la unidad de medida.

En Geometria suelen usarse letras maytsculas para denotar
los vértices de una figura y letras mintsculas para deno-
tar longitudes. Por ejemplo, en
el tridngulo ABC de la derecha,
las letras A, B y C se refieren a

C

a los vértices y las letras mi-

nusculas corresponden a medi- b B
das; asi, si pensamos en el lado

opuesto al vértice A, es decir, el

lado entre los vértices By C, po-

demos llamar a ese lado BC y su A
longitud es a. De manera similar, el lado opuesto al vértice B
es ACy su longitud es b, y el lado opuesto al vértice Ces ABy
su longitud es c. Si considerdramos otro triangulo,uno con
otra forma o ta- -
mano, las lon-
gitudes a, b y ¢
cambiarian tam-
bién, por lo que

podemos pensar
que estas longitudes son tres variables. En el tridngulo blan-
co del ejemplo, estas letras toman respectivamente los valo-
resa =37 cm, b=34cmyc=27 cm. Si ahora tenemos el
tridngulo gris de la siguiente figura, los valores son respecti-
vamente a =4.9 cm, b =6.0 cm yc=1.4cm;en las tres varia-
bles la unidad de medida son los centimetros.
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El salario minimo diario en la Ciudad de México y otros es-
tados ha ido variando cada afio (y a veces mdas de una vez por
ano). En 1992 era de $13.33 diarios y a principios de 2013
era de $64.76. Otros valores han sido $20.15 en 1996, $37.90
en 2000, $45.24 en 2004, $52.59 en 2008 y $62.33 en 2012.
Podemos considerar el salario minimo como una variable
y, en ese caso, los niumeros 13.33, 37.90 y demads, son diversos
valores de la variable “salario minimo”. Aqui la unidad de
medida es el peso: $.

Las variables se usan frecuentemente para expresar cdlculos. Por

ejemplo:

El Indice de Masa Corporal (IMC) permite saber si una per-
sona padece sobrepeso. Si buscas en Internet, encontraras la

siguiente formula: e = _peso (kg)

estatura’ (m)
La férmula significa que el IMC se calcula dividiendo el peso
de una persona, expresado en kilogramos, entre el cua-
drado de su estatura, expresada en metros. Es decir, para

7 . ..
Guadalupe IMC= Tear - 248, mientras que para Trinidad
67 ! .
IMC = -~ = 28.6. El IMC es una nueva variable, y los dos va-

lores que hemos encontrado son 24.8 y 28.6; cuando se habla
de IMC no suele usarse unidad de medida.* Una vez cono-
ciendo el IMC de una persona se puede saber si estd baja de
peso (IMC < 18.5), en peso normal (18.5 < IMC < 25), tiene
sobrepeso (IMC > 25) o es obesa (IMC > 30). En nuestro ejem-
plo, Guadalupe tiene un peso normal, pero Trinidad tiene
sobrepeso, aunque no llega a tener obesidad.

* Formalmente, la unidad de medida del IMC es kg/m?.
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La férmula para el IMC también se puede expresar como
mc= 2 kg
e (m) p

p es el peso de una personay e es su estatura, o como IMC = =

, i previamente nos pusimos de acuerdo en que

si también acordamos usar las unidades del Sistema Interna-
cional de medidas. Incluso podriamos decir que IMC = %, si
previamente acordamos que x es el peso en kilogramos y z es
el cuadrado de la estatura en metros. Es decir, depende de
los acuerdos previos que hayamos tomado. Pareceria que la

primera férmula no requiere de acuerdos previos, pero de-
peso (kg)

estatura® (m)

(kg) y (m) solamente indican las unidades de medida y NO

bemos observar que en IMC = las expresiones

son parte de la formula, en el sentido de que no se multiplica
nada ahi. La razén por la que aparecen las unidades de medi-
da es para asegurar que se usan esas y no otras; por ejemplo,

si Guadalupe viviera en EE. UU., diria que pesa 154 libras y

. . 4 .
mide 5.5 pies (0 66 pulgadas), pero su IMCno es 5 =51 (jni
tampoco 154 _ 0.04!).

o peso (kg) p (kg)

En expresiones como IMC= ———2°~_  IMC= t—=

X estatura® (m)’ e (m)
o IMC= % o IMC= =, las palabras o letras peso, estatura,
z

D, & x, z deben ser sustituidas por valores numéricos para
encontrar el Indice de Masa Corporal de una persona. Tam-
bién decimos que esas letras en las férmulas son literales;

por ejemplo, la expresion I% contiene literales (p y ), un
m

numero (la potencia 2) y unidades de medida (kgy m).

Regresemos a Trinidad. Puede plantearse la pregunta: ;cudn-
tos kilos como méximo puede pesar Trinidad para tener un
IMC que no sea de sobrepeso? Si llamamos x a ese peso, te-

nemos la expresion =25. Ahora la letra x es un valor

X
1.532
que estamos buscando y que podemos conocer porque es

la que hace verdadera la igualdad dado que conocemos la
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estatura (1.53) y el IMC maximo para no tener sobrepeso
(25); decimos que x es una incégnita. El peso que resuelve
esta ecuacion es x = 58.5 kg: si Trinidad se mantiene debajo
de ese peso no tendrd sobrepeso.

En un tridangulo cuyos lados tengan longitudes a, b y ¢, el
perimetro se calcula como P =a + b + ¢ (la suma de las tres
medidas); se genera una nueva variable, B, a partir de las
tres variables 4, b y ¢. En nuestros ejemplos, el perimetro del
tridngulo blanco toma el valor P=3.7+3.4+27=98 cm, y
el del gris toma el valor P=4.9+6.0 + 1.4 =123 cm.

Con respecto a las unidades de medida, hay algunas diferencias en-

tre las variables anteriores que vale la pena resaltar.

En general, las unidades de medida se expresan después del
numero; asi, escribimos 1.68 m, 70 kg o 3.7 cm. Sin embargo,
cuando hablamos de dinero, la unidad de medida se coloca
antes del nimero; asi, escribimos que el salario minimo es de

$62.33, aunque decimos “62.33 pesos”.

En el ejemplo del Indice de Masa Corporal, las unidades de
medida aparecen en la férmula, pero en el resultado final
el IMC se expresa sin unidades. En cambio, en la férmula del
perimetro P =a + b + ¢ no aparecen unidades, pero al realizar
el célculo P=3.7 + 3.4 + 2.7 = 9.8 cm hemos expresado el re-
sultado final con sus unidades de medida. Este segundo caso
es el mds usual: las unidades de medida no se utilizan en las
férmulas, pero si en el resultado final.

El ejemplo del tridngulo nos permitird ahora ver otros casos de

homonimia.
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la longitud de “la base”, pero “la  C
base” puede ser cualquiera de
los tres lados; solo hay que tener

en cuenta, entonces, cual es la B
altura correspondiente.
b
A
C C
b
B b B
A A

Observa que en el tltimo de estos tridngulos la letra b apare-
ce en el mismo lugar del triangulo blanco de la pagina 191.
Ahi b era la longitud del lado opuesto al vértice B (es decir,
la longitud de un lado especifico, el lado AC), pero en la for-

bxh

mula A = la letra b ("base") se refiere a cualquiera de

los lados.

En el mismo ejemplo del tridngulo, observa que también he-
mos usado la letra A con dos significados diferentes: por una
parte A es un vértice del triangulo, y por otra parte A es el drea
del tridngulo. El contexto indica de cudl A se habla cada vez.

Como vemos, en los casos de homonimia el

sentido estd dado por el contexto. Es como si
dijéramos “estoy entrenando a mi gato a jugar
gato”: nadie entenderia que estoy entrenando

auna herramienta a hacerla de felino, ;verdad?
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3.1.2. Subindices

En el ejemplo anterior, el drea del tridngulo blanco es A = 4.3 cm?
(independientemente de cual lado es “b” y cuadl es su correspon-
diente h)*; si calculamos también el drea del tridangulo gris obten-
driamos A = 2.7 cm®. Para distinguir un drea de otra podriamos
hablar de la primera drea como A, (se lee “A uno”) y de la segunda
como A, (“A dos”).
Si en lugar de dos
tridngulos  tuvié-
ramos cinco, po-
driamos entonces
hablar de las dreas
A, A A, A,y A,
Estos nameros pe-
quenos y colocados en la parte inferior reciben el nombre de subin-
dices, y sirven para numerar, etiquetar o nombrar distintas cosas,
en este caso, valores de drea de distintos triangulos.

Veamos un ejemplo mds de subindices.

+ Supongamos que un alumno obtiene las siguientes califica-
ciones en su curso de psicologia social: 7.8, 6.2, 8.5y 9.5. Si su

calificacién final es el promedio de todas ellas, se calcula asi:

78+62+85+95 _ 8.0. El maestro del curso debe calificar

4
a todos los alumnos de la misma manera. Si llama x, a la
calificacién del primer examen parcial, y x,, x, y x, a la segun-

da, tercera y cuarta calificaciones, respectivamente, para cada
X, X, X, tX,

alumno realizard el cdlculo del promedio asi:
4

* Si deseas verificar esto en estos tridngulos o en cualquier otro, ten en cuenta
que el resultado del drea puede variar ligeramente, debido a imprecisiones en las
mediciones.

196



3. Letras en expresiones matemdticas

Hemos usado los subindices para denotar las diferentes cali-

ficaciones parciales.

3.1.3. Constantes

Para hablar de constantes, consideremos el siguiente ejemplo:

Don Rubén es taxista y diariamente llena el tanque de gaso-
lina al empezar su jornada. En diciembre de 2012 el precio
de la gasolina era de $10.81 por litro. Asi, cada dia lo que
gastaba en gasolina era igual a $10.81 multiplicado por la
cantidad, en litros, del combustible cargado. Por ejemplo,
si un dia cargd 31 litros, eso le cost6 10.81 x 31 = $335.11, y si
otro dia cargé 20 litros, eso le cost6 10.81 x 20 = $216.20. En
estos calculos la cantidad de $10.81 es una constante, mien-
tras que la cantidad de litros es una variable. Efectivamente,
el precio de la gasolina se mantuvo constante durante todo el
mes: el costo de llenar el tanque era de 10.81 x L, donde L es
la cantidad de litros con los que se llena el tanque.

Sin embargo, si Don Rubén quisiera comparar lo que gasta-
ba en combustible al cargar 20 litros en los meses previos del
ano, debe considerar el precio de un litro de gasolina a lo largo
de 2012. Ese precio varié como se aprecia en la siguiente tabla.

Ene

Feb | Mar | Abr | May | Jun | Jul | Ago | Sep | Oct | Nov | Dic

9.82

9.91 | 10.00 | 10.09 | 10.18 | 10.27 | 10.36 | 10.45 | 10.54 | 10.63 | 10.72 | 10.81

Para calcular el costo de cargarle 20 litros de gasolina en
cada mes, ahora debe considerar 20 x P, donde P era el pre-
cio del mes. Por ejemplo, en abril 20 litros costaban $201.80,
y en agosto costaban $209.00. Ahora lo que es constante es la
cantidad de gasolina (20 litros), mientras que lo que es varia-
ble es el precio mensual del combustible.
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Entonces, jtodo es relativo! Lo que en un contexto es una varia-

ble, en otro contexto puede convertirse en una constante, y viceversa.

Acerca de las constantes, hay algunas que suelen representarse con
letras especificas. He aqui algunos ejemplos conocidos:

e gt = 3.141592653589793238462643383279502884197169399...
(la letra griega pi) es la cantidad de veces que cabe un did-
metro en la longitud de la circunferencia; en general se re-
dondea a 7t = 3.14 0 a 7t = 3.1416. T4 has usado este niimero
para calcular la longitud de una circunferencia conociendo
su radio, con la férmula 27r.

* e =2.71828182845904523536028747135266249775724709... es
la base de los logaritmos naturales; en general se redondea a
e=2.72 (pero laletra e se puede usar también en otros senti-
dos; por ejemplo, la usamos previamente para estaturas).

* g =9.80665 m/s?es la aceleraciéon de la gravedad terrestre;
en general se redondea a g= 9.81 (jojo: no confundir conla g
usada como unidad de medida, o sea, el gramo!).

© =299,792.458 km/s es la velocidad de la luz; en general se
redondea a ¢ = 300,000 (esta c es la que aparece en la famosa
férmula E=mc? de Albert Einstein).

3.1.4. Letras y simbolos mas usados

Letras
En los ejemplos anteriores, hemos visto variables y constantes re-
presentadas por letras, que pueden ser mayusculas o minusculas y
de cualquier lugar del abecedario.

Efectivamente, en principio cualquier variable, valor o constan-
te se puede denotar con una letra o combinacién de letras, y tam-
bién es usual utilizar letras griegas.
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El alfabeto griego
Letras griegas y sus equivalentes latinas
Maytscula | Mindscula Nombre | Equivalente iNo confundir...!
A a alfa A ano es « (infinito) ni « (que

se usa para denotar que dos
cantidades son proporcionales

entre si)
B B beta B { no es el nimero 8
r Y gamma G yno esv (“vdevaca’) niy
(“y de yo”)
A [ delta D A no es A (lambda)
13 € épsilon E € no es € (signo de euros) ni €

(“pertenece”)

Z ¢ dseta Z {no es & (ver mas abajo)
H n eta E (larga) H no es hache ynno esn
(“n de nido”)
) 6 obien 9 theta TH, T
I L iota I
K K kappa C,K
A A lambda L A no es A (delta)
M u mu M pno es u (“u de untar”)
N v nu N vno es v (“vde vaca”)
B 13 xi (ksi) X € no es { (ver mas arriba)
(€] o 6micron (@]
II h1¢ pi P
B p rho R P no es P (“P de Pedro”) y p no
es p (“p de piso”)
2, o obien g sigma S > no es E (“E de Ernesto”) y
0 no es el niimero 6, ni una o
acentuada ("o de 6nix")
T T tau T
Y v upsilon Y,U
D ¢ obien ¢ fi (phi) F
X ji (chi) J Ni X ni x son X ni x (equis)
v psi PS
Q ® omega O (larga)
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En cuanto a las unidades de medida, aunque en general se repre-
sentan con letras aceptadas convencionalmente, también puede ha-
ber versiones ligeramente distintas (por ejemplo, la representacion
correcta del kilogramo es kg, pero en algunos contextos se usa Kg
0 K).

Asi, podriamos decir que vamos a representar la estatura con
e, como lo hicimos anteriormente, o con E, con X, con y, con [,
u otra letra. A fin de cuentas, la eleccién del simbolo con que se
representa algo es arbitraria. Incluso podriamos representar la es-
tatura con otros simbolos como &, (E, 0 como i, 1,7, &), 6 &,
spor qué no? Estrictamente hablando, lo tinico que necesitamos es
ponernos de acuerdo en que el simbolo o la letra que escojamos
representa la estatura. Ademads es altamente conveniente que sea
practico: facil de reproducir, no confundible con otros simbolos
que se estén utilizando y que no tenga un sentido que se le otorgue
comunmente y que sea distinto del que pretendemos asignarle. De
acuerdo con esta recomendacién, los ultimos simbolos enlistados
no serian convenientes.

Sin embargo, también es cierto que en general la costumbre ha
ido llevando a utilizar unas letras mas que otras, segtin los distintos
contextos. Asi, por ejemplo, frecuentemente:

+ lasletras X, Y, Z o bien x, y, z se refieren a variables. En algu-
nos contextos se utilizan las mayusculas para las variables y

las mintsculas para sus valores
« lasletras a, b, ¢, k se refieren a constantes

+ laletra n se refiere a la cantidad de elementos con los que se
estd trabajando

+ las letras f, g, h o bien, las letras griegas ¢, 0, 1 se refieren a
funciones. (Se hablard de funciones mds adelante, en el ca-
pitulo 5)

+ lasletras 1, j, k se refieren a subindices
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+ al hablar de conjuntos, las letras mayusculas se refieren a
conjuntos y las minusculas a elementos de los conjuntos. En
cuanto a los conjuntos de ndmeros, como vimos antes, los
naturales, los enteros, los racionales, los reales y los comple-
jos se representan, respectivamente, con las letras N, Z, Q, R
yC

+ en geometrfa, las letras mayusculas se refieren a puntos,
mientras que letras griegas como a, f, ¢, 0 se utilizan para
angulos. Las letras mindsculas como [, 1, s, t se refieren a rec-
tas, pero también pueden usarse letras minudsculas como a,
b, ¢, d, I, m, r para hablar de longitudes. Cuando una letra
como r se usa para representar una longitud puede tomar un
valor numérico, mientras que cuando se usa para representar
una recta es solamente una etiqueta para ponerle nombre a

la recta

+ en estadistica las letras griegas como u, 0 y p representan
ciertas caracteristicas de la poblacién, mientras que las letras
latinas como sy r representan las de una muestra.

Empero, insistimos: este pequefio listado describe lo que es usual,
pero nada impide que X sea una constante, b sea una funcién, h sea
un punto o / sea una variable. Es el contexto lo que va indicando
qué uso se le daa cadaletra, y por ello es muy importante, al consul-
tar por ejemplo una férmula en un libro, ver no solamente la pro-
pia formula, sino la explicacion previa de qué se entiende por cada
simbolo y de cémo se usan también recursos tipograficos como las
letras negritas (como estas), cursivas (como estas), u otros. Con-
viene anotar también que a veces estas aclaraciones se presentan al
principio del libro, a veces en los parrafos que preceden a la férmula
y a veces inmediatamente después de ella.

+ Vale la pena hacer una observacion sobre la letra y, llamada
~ <« : » <« D = M
en espanol “y griega” o “ye”. Como sefialamos arriba, su uso
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mds comun en matematicas es como variable (sobre todo

si ya hay una variable llamada x). Sin embargo, en espanol,

“y” es también una palabra sumamente comun, la llamada

“conjuncidn copulativa”. A veces es necesario observar con
« »

cuidado de cual de las dos “y” se estd hablando. Por ejemplo,
he aqui dos frases:

<« . : »
consideremos las variables x, y, 2",

“consideremos las variables x y z”.

Ademais del uso de las comas, la otra pequenia diferencia entre am-
bas es la tipografia de la “y”. La primera frase se lee “consideremos
las variables equis, ye, zeta”, mientras que la segunda se lee “consi-
deremos las variables equis y zeta”. *

Simbolos matemdticos

Algo similar a lo que ocurre con las letras se presenta con los sim-
bolos matemdticos. Algunos tienen un sentido tinico que es reco-
nocido por todos, aunque se usen mds en unos contextos que en
otros, mientras que otros simbolos tienen un sentido diferente se-
gun el contexto en que se usan.

Asi como una lengua como el espanol tiene una o varias palabras
para cada concepto, de la misma manera el lenguaje matematico
recurre a toda clase de simbolos para expresar los objetos mate-
maticos y sus relaciones: podemos pensar en alfabetos distintos
del latino y el griego, en flechas, circulos, cuadrados, rombos, ca-
racteres en cursivas, negritas, con distintos tamanos y tipografias,
entre otros.

* Este es un problema que existe en espafiol pero no en otras lenguas. Por ejem-
plo, la primera frase se diria en inglés “let us consider the variables x, y, z”, mien-
tras que la segunda se diria “let us consider the variables x and z”. En inglés no hay
confusion posible entre las dos frases.
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Algunos de los simbolos matemdticos mds usuales

A continuacién veremos algunos ejemplos, clasificados segtn el

contexto en el que se suelen presentar. La lista te puede parecer

extensa, pero no es exhaustiva. Lo importante no es, de ninguna

manera, que aprendas todos estos simbolos y sus significados,

sino que observes que son muchos, que son diversos, y que pue-

de haber simbolos con dos o mas significados y también signi-

ficados con dos o0 mas simbolos. Recuerda que para saber en cada

caso de cudl de los sentidos estamos hablando, es importante que

veas el contexto.

Infinito. Como hemos visto, el infinito se denota con «
(no confundir con la letra griega alfa, o).

Operaciones. Tal vez los simbolos més reconocidos de ma-
nera general son los de las operaciones: +, —, x, +, y también
V. Estos cinco simbolos se utilizan principalmente con ese
sentido. Sin embargo, hay otros signos para estas operacio-
nes que pueden tener otros significados en otros contextos.
En particular, hemos visto que la multiplicacién de a por b
se puede escribir, ademads de axb, como (a)(b), a(b), a-b, a*b
0 ab, y que la division de a entre b se puede escribir, ademds
de a+b, como 2, a/b, a:b o con la denominada “casita”, con a
dentro de la casita y b fuera de ellab [ a. En cuanto a la po-
tenciacién, aunque en general se denota con el exponente
arriba y con caracteres mds pequefnos, como en a2, también
se utiliza el simbolo A: asi, a? también se puede escribir ar2.
Cuando hay mds de una operacién se suelen utilizar tam-
bién paréntesis (...), corchetes [...] y hasta llaves {...} o los
llamados “paréntesis angulares”(...); en el siguiente capitulo
se verd como leer expresiones que utilizan algunos de estos
elementos. Cabe senalar que varios de los simbolos -, %, /,:y
A, asf como los paréntesis, los corchetes y las llaves, se suelen
utilizar con otros sentidos en otros contextos.
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Otras operaciones. A veces se utiliza la expresién + para de-
notar los resultados de la diferencia y la suma de dos ndame-
ros dados. Por ejemplo, 5 + 2 puede representar los nimeros
3yT7. Como vimos anteriormente, se usan dos barras para
denotar el valor absoluto de un numero: |-5| = 5 y también
5] = 5. El factorial de un numero natural, que es el producto
de ese nimero por todos los naturales menores a él, se deno-
ta con “1”; asi, 5! =5 x4 x 3x 2 x 1= 120, pero el signo de cierre
de admiracién se puede usar también con otros significados.

Comparaciones entre nimeros. Como hemos visto, los
signos =y = significan respectivamente “igual” y “distinto”
Los dos simbolos < y > se pueden leer como “menor” o “ma-
yor” (ver el capitulo 1), y los simbolos <y =, se pueden leer
como “menor o igual” o “mayor o igual”. Hemos utilizado
el simbolo = para denotar “aproximadamente igual”, pero
también se utilizan con el mismo sentido los simbolos =
y ~; este ultimo tiene otros usos en determinados contex-
tos. Para expresar que dos cantidades son proporcionales se
suele utilizar el simbolo e (no confundir con el infinito, o,

ni con la letra griega alfa, o).

Conjuntos. En lenguaje de conjuntos se utilizan los simbo-
los N (interseccién), U (unién), C (inclusiéon), € (pertene-
ce), ¢ (no pertenece) (no confundir el simbolo € con el de la
unidad monetaria euros, €, ni con la letra griega épsilon, ).
Estos simbolos practicamente solo se utilizan en estos senti-
dos. Pero en lenguaje de conjuntos también se emplean otros
simbolos que pueden cambiar de sentido en determinados
contextos, como & (conjunto vacio), las llaves para enlistar
o describir los elementos del conjunto {...} y simbolos que se
leen como “tal que™: 3, | y otros. También, para los conjun-
tos de nimeros que son intervalos, se usan los paréntesis (...)
y los corchetes [...], como se vio en el capitulo 1.
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Relaciones logicas. Dos simbolos muy utilizados en ex-
presiones matematicas y con un solo sentido cada uno son
V, que se lee “para todo” y 3, que se lee “existe”. También
se usa el simbolo #, que significa “no existe”. El simbolo =
significa “implica” y el simbolo < significa “es equivalen-
te”. El simbolo v significa “0” y el simbolo A significa “y”
(ademds de su uso en la potenciacién, que vimos arriba).
El simbolo - significa “no”; también se usa para ese fin el
simbolo ~, que puede tener otros usos (por ejemplo, en
estadistica ~ se lee como “se distribuye”, y ya vimos que
también se puede usar en el sentido de “aproximadamente
igual”). El simbolo .. se lee “por lo tanto”. El signo de cie-
rre de admiracién !, que ya habiamos mencionado para los
factoriales, se usa también para expresar que algo es tnico.

Otras ramas matematicas. Algunos ejemplos de notacién
geométrica son los siguientes: 1% puede ser un vector, Z
significa dngulo, A significa tridngulo, L significa perpen-
dicular, || significa paralela, y = significa que dos figuras
son congruentes. Todos estos simbolos pueden tener otros
significados en otros dmbitos. El célculo diferencial e integral
posee simbolos como 9, la derivada parcial, [, la integral, y
V, el gradiente.

También son muy frecuentes los simbolos que se utilizan
para denotar que un objeto matematico ha sufrido alguna
transformacion, o que es, en algin sentido, “pariente” de
otro. Por ejemplo, sea lo que fuere x, he aqui algunos posi-
bles “parientes” de x:

x' (equis prima), X ( equis barra)
x" (‘equis biprima), X (‘equis gorro),
x* (equis estrella), %( equis tilde)
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Muchos de los anteriores elementos de simbologia se pueden

combinar. Podemos tener, por ejemplo, una expresion como
VaeR a=0 3Jla’e R -3-aa’=1

Si ta tienes que leer expresiones como esta, te recomendamos ir
haciendo la “traduccién”: V quiere decir “para todo”, a€R se refie-
re a un ndmero real, a=0 significa que ese numero es distinto de
cero... De manera que la expresion de arriba se lee:

“Para todo ntiimero real a distinto de cero
existe un unico numero real a’ (a prima)
tal que a por a’ es igual a 1”.

Y después, para entender la afirmacién, puede ser ttil pensar
en un ejemplo. Asi, si pensamos en el nimero a = 2, entonces
el nimero a’ es %, y es el inico que multiplicado por 2 da 1, o
sea (2)(%) = 1.Y si pensamos en el nimero a = -2.5, entonces el
numero a’ es —0.4 y tenemos que (-2.5)(-0.4) = 1.Y asi, para cual-
quier otro ntimero real a que no sea 0.

Es decir, hay simbolos, como +, que generalmente se usan con el
mismo significado, hay significados que se pueden expresar con va-
rios simbolos (como si fueran casos de “sinonimia”), y hay simbo-
los que dependiendo del contexto pueden tener varios significados
(como si fueran casos de “homonimia”). Tal vez los campeones de
la homonimia sean los paréntesis. Efectivamente, los paréntesis se
pueden utilizar entre otras cosas para:

* Hacer ostensible que un ndmero es negativo, como en
5+ (=3)=2

*  Mostrar que dos numeros se multiplican, como en (5) (3) = 15,
en5(3)=150en (5)3=15
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Especificar que una operacion se debe hacer antes que otras,
como en 4x(5+2) = 28. Esto se verd ampliamente en el si-
guiente capitulo.

Indicar sobre qué elementos o valores se aplica una funcién,
como en f(x) = x%, que es la funcién que a cada ndmero le
asocia su cuadrado. La expresion f(x) se lee “efe de equis”.

Expresar una probabilidad, como en P(3<X<5), que es la pro-
babilidad de que X sea mayor de 3 y menor de 5, 0 como en
P(y€A), que es la probabilidad de que y esté en el conjunto A.

Representar un intervalo de nimeros, como en (3, 5), que es
el conjunto de todos los nimeros mayores que 3 y menores
que 5.

Sefialar que dos ele-

mentos forman una 3
. 6 (3. 5)
pareja y que el orden . A
entre ellos es impor- )
tante. Por ejemplo, (5"3)
en el plano cartesiano
el punto (3, 5) es dis-
tinto del punto (5, 3): X
0 1 2 3 4 5 6

esto se ilustra en la
gréfica de la derecha.

Completar algunos subindices, como cuando en estadistica
se expresa F; ; que significa la distribucién F con 3y 5 grados
de libertad.

Hacer anotaciones de manera similar a como usamos los pa-
réntesis en espafiol, como en el caso de la férmula del IMC

que vimos arriba.
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Dos usos mads de los paréntesis

Los paréntesis se usan en matemadticas para denotar muy diversas

cosas: numeros negativos, multiplicacion, jerarquia de las opera-

ciones, funciones, probabilidades, intervalos, parejas ordenadas,

subindices... He aqui dos usos mds. Aunque poco utilizados co-

munmente en las matemadticas en ciencias sociales, los paréntesis

se pueden utilizar también para:

Referir ala cantidad de maneras de combinar varios elemen-
tos,como en [2] =10, que son las combinaciones de 5 elemen-

tostomadosde3en3.Silos5elementossonds, ¢, ¥, &y ©,
entonceslasdiezcombinacionesde3en3son ¢ ¥, ¢ A,
BOO, BYA SVO, SAO, ¢VA VO, ¢AO y
¥ A ©. También se puede escribir C.. Observa que en la
expresion C; el nimero 3 es un superindice y el nimero 5 es
un subindice. En ambos casos tenemos nimeros en carac-
teres pequenios, pero estdn usados en sentidos distintos de
los que hemos indicado previamente, porque el nimero 3
no indica que se eleve nada al cubo, y el nimero 5 no indica
que se trate del quinto elemento de una serie.

Describir un arreglo rectangular de nimeros o “matriz”.
Por ejemplo, las constantes en un sistema de ecuaciones se

. (5 3 4
pueden acomodar como en la matriz 0 q af

3.1.5. Letras y formulas

En resumen, cada letra en una férmula o expresién matematica

puede ser:
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Una variable, que toma valores especificos segtn el caso (por
ejemplo, la estatura de una persona). El valor puede ser co-
nocido o desconocido. Si es conocido, se debe sustituir en
la férmula la letra por el valor numérico especifico del que
se trate. Si es desconocido, la letra se refiere a una incégnita
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cuyo valor se puede encontrar si se tiene la informacién

necesaria.

+ Una constante, cuyo valor numérico debe estar especificado
en el contexto, o bien, una constante de uso general como las
ejemplificadas anteriormente. En la formula se debe susti-
tuir la letra por el valor numérico de la constante o por una

aproximacion.

+ Una unidad de medida. Estas letras no se sustituyen por un
valor numérico, sino que indican qué unidad de medida se

usa en las magnitudes consideradas.

+ Unelemento en un grupo de letras que a su vez puede ser una
variable, una constante o una unidad de medida. Es decir, a
veces una variable, una constante o una unidad se representa
no con una sola letra sino con un grupo de dos o mas letras.
Hemos visto en esta seccion algunos ejemplos de esto: IMC,
estatura, peso, kg. Observa estas dos expresiones:

— Podemos referirnos al salario minimo mensual de 2012
en la Ciudad de México como sm. Se tenia entonces que
sm = 134 USD, donde usd significa délares estadouniden-
ses. Aqui las dos letras sm corresponden a un solo nimero,
y las tres letras USD corresponden a la unidad monetaria.

— En un caso anterior nos referimos a la famosa férmula de
Einstein E=mc. Aqui las letras m y ¢ corresponden a dos
numeros distintos (la masa, que es una variable, y la velo-
cidad de la luz, que es una constante), el 2 es un exponen-
te, y la expresion mc? significa que los dos ndmeros m y ¢?
se multiplican.

;Coémo saber, entonces, a cudntos nimeros corresponden dos o

mids letras seguidas en una férmula? Como en los casos anteriores,
la respuesta a esta pregunta esta en el contexto. Puede ocurrir que:
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* una letra no corresponda a ningtin ntimero, como en el caso
de la m en la férmula del Indice de Masa Corporal;

+ una letra corresponda a un nimero, como en las longitudes
a, b, cy h del ejemplo del triangulo;

+ dos o mds letras no correspondan a ningtin niimero, como
en el caso de kg en la férmula del Indice de Masa Corporal;

+ dos o més letras correspondan a un solo ntumero, como
cuando sm se refiere al salario minimo;

+ dos o0 mads letras correspondan a dos 0 mds nimeros, como

bh en la férmula A = b—2h

Por todo esto, cuando usas una férmula que aparece en un libro,
te recomendamos en especial observar con cuidado qué se indica
previamente acerca del significado de cada una de las letras que
aparezcan en ella.

Cabe anotar que, en general, cuando en un libro aparece una
férmula con letras y ntimeros, los ntimeros son constantes, es decir,
no dependen de las condiciones especificas ni de los valores que

puedan tomar las letras. Por ejemplo, en la férmula
12
. 7n(n+1)3—3(n+1)

1 E

n®-n

tenemos que 7, Sy E son variables y los ntimeros 12, 1 y 3 son cons-
tantes, independientemente de los valores que tomen n, Sy E.

Una ultima observacion: en algunos casos se usan en férmu-
las letras que son a la vez una variable y la unidad de medida que
se usa en ella. Por ejemplo, tal vez has visto la férmula para con-
vertir una temperatura de grados Celsius a grados Fahrenheit:
OF =%°C +32. En ella, °C se refiere a la temperatura en Celsius y

también al centigrado como unidad. Por ejemplo, si queremos sa-

ber a qué temperatura en Fahrenheit hierve el agua, tenemos
9

°F =5 X 100°C + 32 =180 + 32 = 212°F
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EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

3.01. En las siguientes férmulas indica, para cada nimero, letra o
grupo de letras, si se trata de una variable, una constante o una
unidad de medida.

a) Longitud de la circunferencia: C = 2mr

b) Area del circulo: A = 7tr?

¢) Velocidad en funcién de la distancia y el tiempo: v = %

d) Conversion del namero de horas en cantidad de minutos: min = 60xhr

e) Calculo en km de un afio luz (que es la distancia que recorre la luz en
un afno): D = ¢ x 60 x 60 x 24 x 365

f) Velocidad a la que cae un cuerpo después de t segundos de haber sido

soltado en caida libre: v =gx t

=1

g) Potencia, en funcién del trabajo y el tiempo: P =

h) Hipotenusa en funcién de los dos catetos: h =/} + &

i) Valor de la incognita en una ecuacién de segundo grado de la forma

b /F-aac

ax?+bx+c=0, conociendo los nimeros a, by ¢c: x = 5
a

3.02. En las siguientes férmulas indica, para cada ntimero, letra o

grupo de letras, si se trata de una variable, una constante o una
unidad de medida.

a) Volumen de la esfera: V=% e
b) Area de la esfera: A = 4mr?

c) Area de un poligono regular en funcién del perimetro y la apotema:

A = &
2 . . _OF_32
d) Conversién de grados Fahrenheit a grados Celsius: °C = T8
) Presion P = masa (kg) )
) TSI B = s perficie (m?)

f) Densidad, en funciéon de la masa y el volumen: d = %
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g) Aceleracién, en funcién de la velocidad inicial, la velocidad final y el
tiempo: a = YoV ; v,

h) Trabajo, en funcién de la fuerza y la distancia: T = Fd

i) Segunda ley de Newton, que relaciona la fuerza con la masa y la acele-

racién: F=ma

3.2. SUBINDICES Y SUMATORIAS

Recordemos que los subindices son ntimeros pequeiios colocados a
la derecha y abajo de una letra, y que sirven para numerar, etiquetar
o nombrar distintas variables o valores de una misma variable. Los
subindices suelen representar una de las dificultades que tienen
personas de dreas no cientificas para poder leer y usar textos mate-
mdticos y cientificos. Si td te enfrentas en tus estudios a expresiones

m n;
como 2% o como PIED) x|y te resulta dificil entenderlas, esta sec-

n =1 (=1
cién puede ayudarte a hacerlo. Antes de que emprendas el estudio

de la seccion, queremos hacerte dos observaciones:

1. Sino te enfrentas a férmulas con Z ni con expresiones como
X, esta seccion puede parecerte innecesaria, entonces te re-
comendamos pasar al siguiente capitulo y, cuando necesites
usar expresiones como las de arriba, regresar a esta seccién.
De la misma manera, si te enfrentas a expresiones como X,
pero no a expresiones como x,, puede tener sentido que
abordes el apartado 3.2.1., donde se estudia el uso de un sub-
indice, pero no el apartado 3.2.2., sobre el uso de dos subin-
dices simultdneos.

2. Utilizaremos para la presentaciéon ejemplos de la vida coti-
diana en los que usaremos la notacién de subindices, con
la pretensién de que la notacién pueda adquirir un sentido
préctico, aunque en la vida real no se utilice.
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3.2.1. Uso de un subindice y sumatorias

Subindice

Como dijimos anteriormente, los subindices pueden usarse como

una manera de etiquetar o de numerar una coleccién de valores

numéricos que han sido representados con letras. Por ejemplo:

Supongamos que nos fijamos en cudnto se pago por el consu-
mo de luz de un departamento a lo largo de los seis bimestres
de cierto ano, y que estos pagos fueron de $393.50, $351.20,
$478.40, $715.80, $203.50 y $331.60. Si decidimos representar
con la letra x lo que se pago, entonces podemos numerar los
pagos segun el bimestre y tenemos
X, = 393.50, x, = 351.20, x, = 478.40, x, = 715.80, x, = 203.50 y
x, = 331.60

Aqui el subindice indica de qué bimestre estamos hablan-
do. Por ejemplo, el mayor consumo de este departamento fue
en el cuarto bimestre, en los meses de julio y agosto.

Como aqui tenemos 6 bimestres, podemos decir que se hi-
cieron 6 pagos, es decir, la cantidad de pagos es 1 = 6.

Asi como decimos que el pago es x podemos usar una letra para

referirnos a los subindices en general. Usamos para ello las letras

i, j k.

Podemos decir en general que el pago de luz en el bimestre
i fue por la cantidad x;. En cuanto a la lectura de esta ex-
presion, x; se lee “equis i”. Si es necesario, aclararemos que i
puede valer desde 1 hasta 6, y escribimos esto asi: i =1, ..., 6.
El pago x, es el iésimo pago: el pago que hicimos en el bimes-
tre i. Si no le damos un valor especifico al subindice i, x, se
refiere a cualquiera de los seis pagos.
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Sumatoria
Sien el primer ejemplo queremos ver cuanto pagamos en total por
el consumo de luz en el afio, lo que tenemos que hacer es sumar
los pagos:

393.50 + 351.20 + 478.40 + 715.80 + 203.50 + 331.60
Es decir, tenemos que calcular

X+ X, X, + X, + X+ X,

Ahora bien, en vez de decir “sumamos el primer pago mads el se-
gundo mads el tercero mds el cuarto mds el quinto mds el sexto”,
podemos decir simplemente: “sumamos todos los pagos” Eso lo
expresamos con la letra griega mayuscula = (sigma), asi:

Zx,
Esa expresion se llama sumatoria y se lee: “la suma de las equis i”.
Es decir:

X, SX X, R X XX X

Hay otras maneras de expresar que se suman todas las x;; las pre-
sentamos en la siguiente tabla con la forma en que se leen:

Expresion | Se lee... Se usa cuando...

...es claro, en el contexto,
2x ...la suma de las equis cudntas y cudles son las x que
debemos sumar

2x, -.la suma de las equis i ...hay que especificar que las
S 1a suma sobre i de las x han S}do.numeradas con el
i equis i subindice i
6 ...la suma, desde que i vale .
21x" 1 hasta que vale 6, de las ...hay que especificar que las
1= .

equis i x han sido numeradas con el

subindice 7, y cudles se suman
" ...la suma, desde que i vale

X. L.
; ; 1 hasta que vale ene, de las sexta o hasta la enésima)
equis i

(desde la primera hasta la
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En el ejemplo del pago de luz, podriamos indicar la suma asi:
2x = 393.50 + 351.20 + 478.40 + 715.80 + 203.50 + 331.60 = $2,474.00

O con cualquiera de las otras expresiones de la tabla

Otras sumatorias
Puede ocurrir que los niimeros que se suman en una sumatoria
sean a su vez el resultado de alguna operacién. Por ejemplo, que se
sumen los cuadrados de una serie de nimeros x, lo cual se indica
con 2x. Asi, en Estadistica puedes encontrar expresiones como la
anterior, o (Zx,-)z o con dos variables, como Zx,y; 0 2x,Zy;. A conti-
nuacién veremos un ejemplo numérico sencillo.

Supongamos que tenemos dos variables, X y Y, con tres valores

cada una:
X Y
x, =1 y, =4
x2=0 )/2=
x,=2 ,=0

Y veamos cémo se leen y se calculan algunas sumatorias:

Expresion | Selee... Serefiere a... Célculo
La suma de las
2x; .. La suma de las x 1+0+2 =3
! equis 1
R La suma de las La suma de los cuadrados
> 12402422 = 1+0+4 =5
; .
equis i cuadradas de las x
2 Fl cuadrado de la La suma de las x, elevada
( X,J . (1+0+2)? = 32 =9
suma de las equisi | al cuadrado

2}’;’ La suma de las ye i La suma de las y 4+3+0 =7
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de las ye i

las x por la suma de las y

Expresion | Selee... Serefiere a... Célculo
La suma de las ye i La suma de los cuadrados
Zy? 42432407 = 16+9+0 =25
! cuadradas delas y
2 Fl cuadrado de la La suma de las y, elevada
(2)/1') i (4+3+0p =72 =49
suma de las ye i al cuadrado
La suma de las La suma de los productos
in)’i o 1x4 + 0x3 + 2x0 = 4+0+0 = 4
equisiyei dexyy
La suma de las
. El producto de la suma de
2x;2y; | equisiporlasuma (1+0+2)x(4+3+0) = 3x7 = 21

Observa que en estas expresiones no marcamos que el subindice

utilizado es i en la X, sino solamente en las x, y las y, . También po-

driamos haber usado las otras maneras de expresar las sumatorias

de la tabla de la pdgina 214.

Algo que también se puede observar con este ejemplo es que hay

expresiones muy parecidas verbalmente, que se pueden confundir

como en un trabalenguas. Sin embargo, dan lugar a resultados nu-

méricos que son, en general, distintos. Por ejemplo:

+ No es lo mismo la suma de los cuadrados que el cuadrado de

la suma; es decir, en general 2x” # (Zx)°. En nuestro ejemplo,

para X, la suma de los cuadrados es 2x* = 5, mientras que el

cuadrado de la suma es (Zx)* = 9.

+ No es lo mismo la suma de los productos que el producto

de las sumas; es decir, en general 2xy * 2x2y. En nuestro

ejemplo la suma de los productos es 2%/ = 4, mientras que el

producto de las sumas es 2x2y = 21.
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3.2.2. Dos subindices

Si no te enfrentas a expresiones como Zx, , no es necesario que
revises este apartado.

Puede ocurrir que se manejen simultdneamente dos subindi-
ces distintos para una misma serie de datos; aqui veremos como
se trabaja con ellos. Vamos a utilizar el ejemplo de los pagos por
energia eléctrica ya mencionado, introduciendo un segundo cri-
terio de clasificacion.

Recordemos el ejemplo. Supongamos que el departamento
estd en un pequeiio edificio junto con otros dos departamentos, y
que queremos considerar los pagos que se hicieron cada bimestre
en los tres departamentos. Ahora podemos tener una situacién

como la siguiente:

Departamento 1 | Departamento 2 | Departamento 3
Bimestre 1 X, = 393.50 X, =226.10 x, =415.80
Bimestre 2 X, =351.20 X, = 235.40 X, =408.30
Bimestre 3 x, = 478.40 X, =318.90 x,=532.10
Bimestre 4 X, =715.80 X, =397.30 X, =908.70
Bimestre 5 x, = 203.50 X, =198.40 x, = 400.50
Bimestre 6 X, = 331.60 X, =200.70 X, =450.20

Observa que ahora tenemos tres valores para cada x,. Por ejemplo,
x, = 203.50, pero también x, = 198.40, pero también x, = 400.50. Es
decir, si nos preguntamos por el pago en el quinto bimestre, tene-
mos que especificar de cudl departamento estamos hablando. Eso
lo podemos hacer con otro subindice: podemos decir que j=1 es
el departamento 1, j=2 el departamento 2 y j=3 el departamento 3.
En general, asi como hablamos del i-ésimo bimestre, hablaremos
del j-ésimo departamento. Ahora los pagos se pueden denotar as:
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Departamento 1 | Departamento 2 | Departamento 3
Bimestre 1 | x,, = 393.50 x,, =226.10 x,, =415.80
Bimestre 2 | x,, =351.20 X,, = 235.40 X,, = 408.30
Bimestre 3 | x,, =478.40 x,, =318.90 x,, =532.10
Bimestre 4 | x,, =715.80 x,, = 397.30 x,, =908.70
Bimestre 5 | x,, =203.50 x,, = 198.40 X,, = 400.50
Bimestre 6 | x,, = 331.60 X,, =200.70 X, = 450.20

Puedes ver que, por ejemplo, x,, es el pago que hizo en el tercer bi-
mestre el departamento 2 (o sea $318.90), mientras que x,, es el pago
que hizo en el segundo bimestre el departamento 3 (o sea $408.30).
En general, podemos decir que x; es el pago que hizo, en el i-ésimo
bimestre, el j-ésimo departamento. Observa que x, no se lee “ksij”
sino “equis-i-jota”; de la misma manera x,, se lee “equis tres dos”
mientras que x,, se lee “equis dos tres”. Vale la pena notar que:

+ Los dos digitos corresponden a dos numeraciones distintas
y no a un solo nimero de dos cifras. Asi, x,, no es el duodé-
cimo pago, sino el pago en el primer bimestre del departa-
mento 2. Si uno de los dos indices llegara a tener valores de
mads de 10, se usaria una coma para separar ambos indices;
por ejemplo, si consideramos 12 bimestres y un edificio de

20 departamentos, x,, ., seria el pago en el undécimo bimes-

11,18
tre del departamento 18.

* El orden de los digitos si importa: no es lo mismo x,, que x,,.

+ Ahora tenemos, para estos subindices, que i = 1, ..., 6 y que
j=1,..3

Asi como anteriormente consideramos el pago anual del depar-
tamento 1, podemos hacerlo con los otros dos por ejemplo, el total
anual del departamento 2 es le,-z = $1576.80 (eso se lee “la suma
sobre i de las equis i-dos”).
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Por otra parte, podemos preguntarnos cudnto paga el edificio
cada bimestre; por ejemplo, el cuarto bimestre se pagan en el edi-
ficio 715.80 + 397.30 + 908.70 = $2,021.80. Ahora estamos sumando
sobre los tres departamentos cuando el bimestre es i = 4. Esto se
puede expresar asi JZ.X4;‘ (lo que se lee "la suma sobre j de las equis
cuatro-jota").

Departamento 1|Departamento 2| Departamento 3 Edificio

Bim. 1 X,, = 393.50 X, =226.10 X,, =415.80 2x1j =1035.40
J

Bim. 2 X, = 351.20 X, = 235.40 X, = 408.30 szj = 994.90
J

Bim. 3 x,, =478.40 X,, =318.90 X,, =532.10 szj =1329.40
J

Bim. 4 X,, =715.80 X,, =397.30 X,, =908.70 ZXA. =2021.80
J

Bim. 5 X,, = 203.50 x,, = 198.40 X,, = 400.50 szj = 802.40
J

Bim. 6 X,, = 331.60 x,, = 200.70 x,, = 450.20 Zij = 982.50
J

Pago |y _ou7400 | 3%, =1576.80 | DX, = 3115.60 2X; = 7166.40

anual | i i ij

Cerraremos este apartado acerca del uso simultdneo de dos subin-
dices con algunas reflexiones:

+ En nuestro ejemplo tenemos la misma cantidad de ren-
glones en cada columna. Esto no ocurre siempre: hay oca-
siones en las que unas columnas tienen mas datos que otras,

o en los que unos renglones tienen mas datos que otros.

+  En nuestro ejemplo tenia sentido sumar tanto los datos
de una misma columna (pago anual por departamento)
como los datos de un renglén (pago bimestral del edificio).
Sin embargo, en otros casos puede ocurrir que uno de los
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dos totales no tenga sentido. O bien, puede ocurrir que nin-
gun total tenga sentido, pero otros célculos si; por ejemplo,
si estamos hablando de calificaciones, la suma de ellas no
tiene sentido, pero el promedio de ellas si lo tiene.

;Cudndo podemos decir entonces que tiene sentido hablar de
renglones o de columnas, cudndo podemos decir que tiene sen-
tido hablar de totales, de promedios o de otros cdlculos? Nue-
vamente, como en todo lo que hemos visto, la respuesta estd en
el contexto, que es lo que confiere estos sentidos. Nuestra reco-
mendacion es, como siempre, jten en cuenta qué significan las
cosas en el contexto en que estés trabajando!

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

3.03. Con los siguientes datos calcula lo que se indica en cada inciso.

x=17 x,=25 x=-3 x=9 x=-10 x=-2 Xx=13 Xx,=7 x,~0 x, =1

) 2 0 2 o (%)
b) ’%xi d) %xiz

220



3. Letras en expresiones matemdticas

3.04. Con los siguientes datos calcula lo que se indica en cada inciso.

x,=17.3 x,=28.1 x,=0.3 x,=3.3 X=5.2
x,=11.6 x,=10.9 x,=0.0 X,=6.9 x,,=18.8
10 8 10 2
2) 2%, 0 3x, o [z:ej
=1 1=3 i=1
4 0o,
b) 2%; d) 2x;
=1 i=1

3.05. Con los siguientes datos calcula lo que se indica en cada inciso.

x=144  x,=25  x,=81 x,=9 x=16  x=121  x,=4 x,=1

Q) 3x, 4 5%, 9 [3%
b) 121@ €) [%xi
c) 2xi f) [_8_ «/YJ

3.06. Con los siguientes datos calcula lo que se indica en cada inciso.

x=173 x=281 x=03 x=33 x=52 x=116 x,=10.9

x=00  x=69 x =188 X,=78 x,=137 x,=262 x,=17.3
3 S w ¥ )3

Q) 3% -3 o [zx] o 2,
14 23 " 5 3

o (3 8 3%, ) (,Zjﬂj

i=1
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3.07. Con los siguientes datos de las dos variables X y Y, calcula lo

que se indica en cada inciso.

X,=5 X,==2 x,=8 x==7  x=1 X;=3 x,=4 x,=10

Vi =3 }’2=4 )/3=—1 Y&=5 y5=6 ye=_3 }’7=0 y8=_3

a) Zxy d) (Sx)? g 2x?
b) Xy* e) (Zx)"(Zy) h) Zx22y?
) 2x2y f) Xy ) ExZy)r

3.08. Con los siguientes datos de las dos variables X y Y, calcula lo
que se indica en cada inciso.
x=04  x,=-01 x,=-05 x,=03 x,=0 x=-02  x=0.8
y=03 y=06 y=-205 y=01 ys=06 y=-05 =00

a) (Zx)? d) Zx2y g 2y
b) Zx22y? e) (2x)"(Zy) h) 2y?
c) Zxy f) ZxZy) ) 2x
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4. CALCULOS

En este capitulo veremos como utilizar la calculadora para hacer
célculos diversos, por ejemplo, aquellos que se hacen a partir de
férmulas. El capitulo estd dividido en tres secciones, la tercera de las
cuales se aboca al calculo de formulas. En las dos anteriores se ex-
plican algunas convenciones para expresar las operaciones y sus
resultados, que tienen implicaciones en la forma de usar correcta-
mente las calculadoras.

Vale aclarar que en este capitulo ejemplificaremos algunos célcu-
los con ntimeros muy sencillos. Esto tiene la virtud de que es posible
realizar mentalmente las operaciones y, entonces, se puede verificar
que el manejo de la calculadora es el correcto; a su vez esto permi-
te tener la confianza de que, al hacer célculos similares con nimeros
mds grandes o mds pequenos, o decimales o negativos y positivos,
el resultado obtenido en la calculadora serd el correcto. Por otro
lado, en ocasiones también presentaremos ejemplos con modos in-
correctos de realizar los célculos, con el fin de que se observen las
diferencias en los resultados; por supuesto, tacharemos esas formas

incorrectas.
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4.1.JERARQUIA DE LAS OPERACIONES

Para abordar este tema, te proponemos que realices la siguiente
operaciéon de dos maneras. Primero mentalmente y después con
una calculadora cientifica:

a3 &

;Obtuviste el mismo resultado de las dos maneras? ;Coincidié tu
célculo mental con el de la calculadora? Tal vez mentalmente ob-
tuviste el resultado 20, y seguramente la calculadora cientifica da el
resultado 14. ;Cémo es posible que una misma operaciéon dé lugar a
dos resultados distintos? Muchas personas, al realizar mentalmente
la operacidn, la hacen en el orden en que estd escrita: primero su-
man 2 + 3 y luego multiplican el resultado por 4. Este proceso se
puede esquematizar asi:

2 + 3 X 4

%/_/

5
AN J
\'4

20

En cambio, las calculadoras cientificas realizan las operaciones en
otro orden: siguen una serie de reglas llamadas jerarquia de las
operaciones. Cuando se hacen aplicaciones mateméticas del estilo
de la Estadistica, se da por sentado que se va a seguir esta serie de
reglas. Aqui se te pide que acompanes la lectura de este texto con una
calculadora cientifica.

Para aplicar la jerarquia de las operaciones:
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1= Hay tres familias de operaciones aritméticas:
+ las sumas y restas
+ las multiplicaciones y divisiones
+ las potenciaciones y radicaciones

1= Si para hacer un célculo solamente hay operaciones de
una misma familia, se realizan en el orden en el que estan

escritas.

1 Si para hacer un calculo hay operaciones de dos o mas
familias:
+ en primer lugar se efectdan las potenciaciones
y radicaciones,
+ en segundo lugar se efecttian las multiplicaciones y
divisiones,
*+ yen tercer lugar se efectdan las sumas y restas

1 Cuando hay PARENTESIS, se resuelven primero
las operaciones que estan dentro de los paréntesis,
siguiendo las mismas reglas (inclusive esta misma,
o sea, si hay paréntesis dentro de los paréntesis).

Ejemplos:

a) Efecttala operacion3 &l & @ 4 &l 5 &0 . Es posible que obtengas
nuevamente dos resultados distintos. Lo que hace la calculadora cien-

tifica se puede representar as:

38
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Mientras que al hacer las ope-
raciones en el orden en que
estdn escritas se obtiene otro
resultado. Hemos tachado

esta forma para indicar que

NO es la que se debe utilizar.

M

Observa que para que tu calculadora cientifica dé el resultado co-

rrecto, 38, no debes presionar la tecla igual hasta el final de la ope-
racion. La calculadora estd programada para esperar esa indicacion,
y cuando la recibe hace todos los calculos en el orden que hemos
expuesto aqui, aunque nosotros, los usuarios de la calculadora, no
vemos eso: solo vemos el resultado final del célculo.

En este ejemplo no se utilizaron paréntesis. Veamos ahora otros
en los que si se utilizan.

b) La expresiéon 18 — (3 + 5 x 2) indica que primero se resuelve
(3 +5x2)yel resultado se resta a 18. Veamos como lo resuelve la
calculadora cientifica usando los paréntesis como estdn indica-
dos, es decir, tecleando

tEd:as-8:08:

18 — (3 +5 x 2 )

(3 +5 x 2)

——

10

13

AN J
A4
5
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Sino tecledramos los paréntesis, la misma calculadora cientifica ha-

ria las operaciones en otro orden. Es decir, si le indicdiramos

HTEilesadE,

lo que harfa ahora es:

18 - 3 +5 x 2

N

10
1N J
\'4

25

Observa entonces que no es lo mismo 18 — (3 + 5 x 2) que
18 —3 + 5 x 2, ya que en el primer caso el resultado es 18 — 13 = 5,
mientras que en el segundo el resultado es 18 — 3 + 10 = 25. El pri-
mer caso podria corresponder a una pregunta como esta:

+  “;cudnto me sobra si tenia $18 y compré una paleta de $3 'y 2
galletas de $5 cada una?”,18 - (3+5x2) = $5

mientras que el segundo podria corresponder a una pregunta como:

«  “;cudnto tengo si tenia $18, compré una paleta de $3 y me
encontré 2 monedas de $5¢2” 18 -3 + 5x 2 = $25

Si hacemos los calculos en el orden en que es-
tdn indicadas las operaciones, se obtiene este 18 = =40

resultado incorrecto:

c) Comparemos estas cuatro expresiones que involucran operacio-
nes de la misma familia:
E,=24+4x3+2
E,=(24+4x3)+2
E,=24+(4x3)+2
E,=24+(4x3+2)

El calculo de la primera, E,, se puede esquematizar asi:

227



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

24 + 4 X 3 + 2
6
AN J
A\
18
— J
N
9

( 24 =+ 4 x 3 )y o+ 2
6
\\ J
Y4
— 18 _
~
9

Sin duda observaste que estas dos maneras son totalmente equiva-
lentes: en ambas estamos realizando las operaciones en el orden en
el que estan escritas. Dicho de otra manera, como los paréntesis de
la segunda expresion indican realizar las operaciones en el mismo
orden en que se efectuarfan si no existieran, esos paréntesis son in-
necesarios: tanto si estdn escritos como si no, el cdlculo se efectia
del mismo modo y se obtiene el mismo resultado.

No es el caso de las siguientes dos expresiones. El calculo de E,
se puede esquematizar asi:

24+ (4 x 3 ) £ 2
12
- /
v
2
— _/
v

Finalmente, el cilculo de E, se puede esquematizar asi:
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24 + (4 x 3 + 2 )
12
N Y,
v
6
— _/
v
4

Verifica las operaciones anteriores con tu calculadora.

Como ves, dependiendo del orden en que se efectiian las ope-
raciones, el resultado puede ser distinto. Las reglas de la jerarquia
de las operaciones son un acuerdo, una convencion, que hace que
solo uno de los 6rdenes sea correcto.

También es una convencidén que se utilicen paréntesis cuando
se desea que las operaciones se realicen en otro orden del que indi-
can esas reglas: los paréntesis indican operaciones “dentro” de otras
operaciones. Como dijimos antes, los paréntesis pueden tener mas
paréntesis dentro. Con tu calculadora observa, por ejemplo, que

3+(5-(2+6)x5)/2=-145
mientras que
3+(5-(2+6)x5/2)=-12

Aunque en ambas expresiones hay los mismos ntimeros, operacio-
nes y dos parejas de paréntesis, el resultado es distinto porque el
segundo paréntesis de cierre estd colocado en un lugar diferente.

Como tu calculadora cientifica sigue esas convenciones, es muy
importante que sepas utilizarla adecuadamente.

Cuando queremos encontrar con la calculadora el resultado de
una férmula, hay situaciones en las que es necesario agregar parén-
tesis antes de teclear el calculo. Las veremos a continuacion.
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4.1.1. Cémo operar con nimeros negativos

Recuerda que:
+ Para marcar que un niimero es negativo se usa la tecla

+ Aunque a veces no es necesario, nosotras recomendamos
siempre poner entre paréntesis los nimeros negativos con
los que se esté operando

Por ejemplo, tt sabes que el cuadrado de un

numero negativo es positivo, como (-3)? = 9.

Pero si tecleas esa operacién sin paréntesis (oo T
obtienes un resultado incorrecto: -9, porque

asi le estas indicando que calcule el negativo

del cuadrado de 3.

En cambio, si tecleas con paréntesis obtienes el resultado deseado:

O®:0088:

4.1.2. Cémo operar con la raya de fracciones o de division
cuando hay otras operaciones

La raya de fracciones se usa también para denotar una division.
Cuando hay operaciones arriba o debajo de la raya, la divisién se
realiza entre los resultados de esas operaciones. Metemos esa infor-
macién a la calculadora poniendo entre paréntesis las operaciones
que estdn arriba o debajo de la raya.

(28-8)

(2+3)

Eso quiere decir que para efectuar la operacion

, 0 sea @=4.
5

. 28-8 .
Por ejemplo, =~ es lo mismo que
2+3
28-8
) ) 2+3
calculadora cientifica no se puede teclear simplemente

€n una

ciwmi i,
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porque la calculadora da un resultado distinto al deseado , ya que
primero divide 8 entre 2 y eso se lo resta a 28 para agregar 3. Por ello
hay que indicarle el orden en que queremos que haga las operacio-
nes; en este caso:

[ CEEN=ED =1 CEF+E ) [=]

4.1.3. C6mo operar con el signo de raiz cuando hay otras
operaciones

Cuando hay operaciones dentro del signo de raiz, la raiz se calcula
con el resultado de esas operaciones. Metemos esa informacion a
la calculadora poniendo entre paréntesis las operaciones que estdn
dentro de la raiz.

Por ejemplo, V4+21 es lo mismo que /(4 +21)=+25=5,

Eso quiere decir que para efectuar la operaciéon 4+21 en una
calculadora cientifica no se puede teclear simplemente
Yed &,
porque la calculadora da un resultado distinto al deseado, ya que
calcula la raiz de 4 y al resultado le agrega 21. Asi que hay que indi-
carle que calcule la raiz después de haber hecho la suma:

CCRTRRL ) 1=
Un ejemplo mas con el radical: \/gf es lo mismo que {64—4j =J16=4
Entonces, para efectuar en una calculadora cientifica la operacion
6_:' no se puede simplemente teclear @ 54 & 4 & , porque la

calculadora da un resultado distinto al deseado , ya que calcula la raiz
de 64,y después divide el resultado entre 4. Asi que hay que indicar-
le que la raiz debe calcularse sobre el resultado de la division:

S0:-a-08
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4.1.4. Cémo elevar a un exponente que tiene operaciones

Cuando hay operaciones en un exponente, la potencia se calcula
con el resultado de esas operaciones. Metemos esa informacién a
la calculadora poniendo entre paréntesis las operaciones que estdn
en el exponente.

Por ejemplo, 22 es lo mismo que 2°= 32.

Eso quiere decir que para efectuar la operacién 22 en una calcu-
ladora cientifica no se puede teclear simplemente E'-.-Hlii,
porque la calculadora da un resultado distinto al deseado, ya
que calcula el cuadrado de 2 y al resultado le agrega 3. Asi que
hay que indicarle que calcule la potencia solamente después de ha-
ber hecho la suma:

G088

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

4.01. Realiza mentalmente las siguientes operaciones y luego verifi-
ca el resultado con tu calculadora.

a) 5+3x(8+3)

6 x4
2+ -4
f) 5

b) 12-62+2 36+ 1
g) 14 =2 x+100

) 5-(-2)x4

d) -3x20-21+(-7) h) 14 x V700 + 2

5+3 i) 2- [8+12
e) 25+5

5-3 .
j) (7 +5x0)F2
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4.02. Realiza mentalmente las siguientes operaciones y luego verifi-

ca el resultado con tu calculadora.

a) 62-3x10

b) 8+2+6

C) =16+ (=2 x (5—10)

d) (-13+9) +2(13+(—9))
2+4>

8-5

e) 10x<

f) 54+3x5
-(-6)

g) ([4+5y
h) f(4+5y

. “5x(3-12)
i) 18 L

5

1
2

4.03. Resuelve con tu calculadora las operaciones siguientes.

a) 18—-71x (53 -177)
b) 7+189/(12-45+3)
7-24x10
) ————+

5-3x15
(7-24)x10
(5-3)x15

95

d) +95

e) J9+10x4
f) O+(10x4)

g) 12x4%+ (10 - 75 x 3)?
h) (12x4)*+10-75x 3

4.04. Resuelve con tu calculadora las operaciones siguientes.

a) —28+7 x(-3)x (16 —4 x 28)
b) 2320 +40-18+322x5
C) 3x(437-7x26)
d) 7)(18—6x8

2x3
e) (5x8+11x120)?

f) (5x(8+11)x 120)

g) 51-3x84 +
22x17x5

h) 37-145+82x 346 + (-7)
i) 15x(3+17)+(6-4)x8

139

j) 15x3+17+6—(4x8)

K) (15x3+17)+(6-4x8)

1) [(15x3+17)+6-4]x8

m)127 + 35+ 9 x 15/ (6 +15)

n) (127 +35+9x 15)/ (6 + 15)

0) (127 +35)+ (9x 15)/ 6+ 15

p) 987 + (135 x 24) / (564 — 35 x 7)

q) 46+ 3+ 187 — 35 x 438 — 123/9

1) 46+ (3 +187)— 35 x (438 — 123)/9

s) 135+(52+28)x(12x(=5))/(102+20)+(~438)x6
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4.05. Para resolver cada una de las siguientes situaciones, pon pa-
réntesis en los lugares adecuados de la siguiente expresién, man-
teniendo la secuencia de nimeros y operaciones al teclear en tu
calculadora:

SwiSe el -

a) ;Cudnto se paga en una merceria si se compra una aguja de
$3, 4.5 m de listén a $20 el metro y al llegar a la caja hacen un
descuento de $2?

b) ;Cudnto se paga en una merceria si se compra una aguja de
$3 y 4.5 m de listén, cuyo precio normal es de $20 el metro,
pero sobre el que hay $2 de descuento por metro?

¢) ;Cudanto se paga en una merceria si se compran 3 m de cinta
y 4.5 m de liston, cada uno de los cuales cuesta $20 el metro, y
al llegar a la caja hacen un descuento de $2?

d) ;Cudnto se paga en una merceria si se compran 3 m de cinta
y 4.5 m de liston, cada uno de los cuales cuesta $20 el metro,
pero sobre los que hay $2 de descuento por metro?

4.06. Para resolver cada una de las siguientes situaciones, pon pa-
réntesis en los lugares adecuados de la siguiente expresion, man-
teniendo la secuencia de nimeros y operaciones al teclear en tu
calculadora:

R =

a) Mis cinco amigos y yo fuimos a tomarnos un café; la cuenta
fue de $120, pero llevibamos un cupén de descuento por $18.
Nos repartimos esa cuenta entre todos, y después compré
un pastelito de $30 para llevarle a mi mama. ;Cudnto debo
pagar yo?

b) Yo tenia $120. Mis cinco amigos y yo compramos un refresco
de $18 y lo pagamos entre todos. Después me encontré $30.
;Cudnto dinero tengo?

¢) Yo tenia un rollo de 120 m de cuerda, de la que gasté 18 m para
hacer un tendedero. El restante lo voy a usar para empacar
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6 cajas azules y 30 cajas verdes, todas del mismo tamafo.
;Cudnta cuerda usaré para empacar cada caja?

d) Yo tenia $120. Mis cinco amigos y yo compramos un refresco
de $18 y lo pagamos entre todos. Después compré un cuader-
no de $30. ;Cudnto dinero me queda?

4.2, NUMEROS MUY GRANDES Y MUY CHICOS
EN LA CALCULADORA

Ya vimos que cuando un ndmero es muy grande, las calculadoras
suelen escribirlo en notacién cientifica, es decir, como un nimero
decimal de un solo digito distinto de 0 en la parte entera, y poten-
cias positivas de 10.* Por ejemplo, en lugar de escribir

9,876,543,210,123,456,789

(nueve trillones, ochocientos setenta y seis mil quinientos cuarenta
y tres billones, doscientos diez mil ciento veintitrés millones,

cuatrocientos cincuenta y seis mil setecientos ochenta y nueve),

una calculadora suele expresar ese ntimero ast:
9.87654321 x 10'®

Los dos numeros son (casi) iguales: si multiplicas 9.87654321
por 10%, o sea, si corres el punto decimal 18 lugares a la derecha,
obtienes el nimero 9876543210000000000, esto es, el nimero

9,876,543,210,000,000,000

(nueve trillones, ochocientos setenta y seis mil quinientos
cuarenta y tres billones, doscientos diez mil millones)

que no es el nimero que habfamos escrito arriba, pero casi: después
de todo, ;qué son poco mas de ciento veintitrés millones cuando
e

* El tema de las potencias de 10 se encuentra en el apartado 2.2.3 del capitulo 2
(pégina 136).
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estamos hablando de trillones? {Practicamente nada...! Cuando la
calculadora escribe el nimero completo como 9.87654321 x 10, lo
que estd haciendo es redondearlo a los millares de millon.

Verifica como escribe tu calculadora un nimero muy grande:
teclea en ella
8B81E54321B123456788 &

y observa qué pasa.

Distintas calculadoras escriben este resultado de diversas ma-
neras; es importante que sepas cdmo lo hace la tuya. Asi, algunas
calculadoras no escriben % 2® sino, por ejemplo, solamente 8, sobre
todo si son de modelos de hace algunos anos. Sin embargo, si tu
calculadora escribe 387654321 ® eso NO significa que se esté refi-
riendo a elevar 9.87654321 a la décima octava potencia, sino que se
refiere al nimero 9.87654321 x 1078,

De manera similar, cuando un nimero es muy pequefio, las
calculadoras suelen escribirlo como un niimero decimal de un solo
digito distinto de 0 en la parte entera, y potencias negativas de 10.
Por ejemplo, en lugar de escribir 0.00000000001234 (mil doscientos
treinta y cuatro cienbillonésimos), una calculadora puede expresar
ese niamero asi

e+ x ar

El significado de esta expresion es el siguiente: si corres el punto
decimal 11 lugares a la izquierda (rellenando todos los espacios ne-
cesarios con ceros), obtienes el niimero 0.00000000001234. Verifica
cémo escribe tu calculadora un nimero muy pequeno: teclea en
ella

=1

B.U0REERnEE0 34 &
y observa qué pasa.

4
1

Algunas calculadoras no escriben X %"
i

sino, por ejemplo, so-

. Nuevamente, si tu calculadora escribe 4234 ™

lamente €s0 no
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significa que se esté refiriendo a la resta 1.234 menos 11, ni a elevar
1.234 ala undécima potencia negativa, sino que se refiere al nimero
1.234 x 10-". Tu calculadora podria estar expresando ese nimero de
alguna de estas maneras:

(o34 || 1,23 9%t 234’

Cuando un nimero es muy pequefio pero la cantidad de cifras
decimales todavia cabe en la pantalla de la calculadora, muchas
calculadoras (como la mayoria del tipo Casio) tienen la opcién de
escribir el nimero de las dos maneras. Por ejemplo, el nimero

0.000012345 puede aparecer como

12345 x 18-S 0 como I e
Verifica de qué manera escribe tu calculadora ese namero, tecleando
l'l I'll'll'll'l'l

R P L =

Si tu calculadora lo permite, ti puedes cambiar de un modo de
expresion al otro. Para ello, pulsa la tecla ¥% tantas veces como

.l

sea necesario hasta que aparezca el letrero “Norm” asociado a
un numero; teclea ese ntimero y después aparecera el letrero
“Norm 1727, Si tecleas %, la expresion de este tipo de ntimeros pe-
quefios sera con potencias de diez, y si tecleas 2, serd en su forma
“completa”, con todos los ceros.

Si tu calculadora es tipo Casio, probablemente querrds tenerla
en el modo “Morm-2”, es decir, querrds que la calculadora muestre
todos los ceros. Si haces lo que se indicé arriba, cuando vuelvas a
prender la calculadora seguird en modo “Morm -2”, pero puede ocu-
rrir que la calculadora regrese al modo en que viene de fabrica, que

—»

es el modo “Morm -1, En ese caso, solo tienes que volver a ponerla en
modo “Morm -2, como se indicé arriba. Una explicacién mas deta-
llada de estos dos modos se encuentra en las paginas 261-263.

Con los ntimeros negativos cuyo valor absoluto es muy gran-

de, o muy pequeno, las calculadoras hacen lo mismo que con los
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numeros positivos. Para verificar qué hace tu calculadora con este

tipo de numeros, primero ponla en modo “Morm -1 y teclea

+ &) 12?34557896EEREE W
S ) RO G e =

- (&) B EREEREEETES -

=
[

Y después ponla en modo “Norm-2” y vuelve a teclear lo mismo.

Debes obtener los resultados que se indican abajo. Observa que en
los dos primeros ejemplos los dos modos “normales” expresan los
nuimeros de la misma manera, pero en el tercero no; la razén de ello
es que ese ultimo ejemplo es el tnico de los tres que si cabe en la
pantalla con todos sus ceros.

modo
“Norm -7

modo
“Norm -2~

234567896 X v

-23H5ETE5E

=X

E‘l

I

-387EEH % B

-387E5H ¢ B

]

Ininininininl =1
AIAAGSE

-5E7E3 x BT

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

4.07. Haz las siguientes operaciones en tu calculadora, y escribe el
resultado de dos maneras: sin usar potencias de 10 y con notacién
cientifica.

a) Cuatro milésimos al cubo

b) Veinte mil millones mds doscientos millones
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¢) Ochenta y cinco milésimos por veintitrés milésimos

d) Raiz cuadrada del resultado de dividir 0.4 entre diez trillones

e) Cuatro mil trescientos cincuenta milésimos menos cuatro
mil trescientos veinticinco milésimos

f) Setenta y cinco elevado a la quinta potencia

g) Doscientos veinticuatro millones quinientos cincuenta y
ocho mil entre dos milésimos

h) Raiz cuadrada de quinientos cuarenta y cuatro mil seiscien-
tos cuarenta y cuatro millones

4.08. Haz las siguientes operaciones en tu calculadora, y escribe el
resultado de dos maneras: sin usar potencias de 10 y con notacién
cientifica.

a) Cien mil doscientos cincuenta al cuadrado

b) Trescientos cuarenta y cinco mil quinientos por ciento
ochenta y cuatro mil

¢) Ciento veinticinco billones menos ciento veinticuatro billones

d) Cuatrocientos cincuenta y siete milésimos por ciento treinta
y seis mil diezmilésimos

e) Raiz cuadrada de seis diezmillonésimos

f) Diez mil cinco al cubo

g) Mil doscientos treinta y cuatro entre quinientos sesenta y sie-
te mil ochocientos noventa

h) Novecientos setenta y cinco mil billones entre sesenta y cinco

i) Ocho cienmilésimos entre cuatro millones

j) Once elevado a la novena potencia

k) Raiz cubica de doscientos dieciséis mil

1) Seiscientos cuarentay cinco mil millones mds quinientos no-
venta mil millones

m) Siete mil ciento cincuentay ocho diezmilésimos menos siete
mil ciento cuarenta y dos diezmilésimos

n) Cinco centésimos a la cuarta potencia

o) Siete millones por siete mil quinientos
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p) Tres mil seiscientos cincuenta y ocho por un mill6n setecien-
tos cincuenta y ocho mil veinticinco

q) Un milésimo mds un diezmilésimo

r) Cinco cienmilésimos elevado al cubo

s) Un millonésimo al cuadrado

t) Un sesentavo al cubo por un ochentaicincoavo al cuadrado

4.09. Haz las siguientes operaciones en tu calculadora, y escribe el
resultado de dos maneras: sin usar potencias de 10 y con notacién
cientifica.

a) Cinco mil unidades diez centésimos al cuadrado

b) Cinco mil diez centésimos al cuadrado

¢) Quinientos cuarenta y cinco mil millones trece menos un
billén

d) Menos setecientos siete por siete billonésimos

e) El cubo de lo que resulta al restarle uno a sesenta milésimos

4.10. Haz las siguientes operaciones en tu calculadora, y escribe el
resultado de dos maneras: sin usar potencias de 10 y con notacién
cientifica.

a) La suma de menos cuatrocientos cuatro décimos y menos
cuatrocientos cuatro centésimos

b) Treinta mil treinta diezmillonésimos mds treinta mil treinta
milésimos

¢) Menos doscientos cincuenta mil millonésimos entre veinte
mil

d) Raiz cuadrada de dieciséis mil dieciséis

e) Menos cuatrocientas unidades cuatrocientos milésimos ele-
vado al cuadrado
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4.3. CALCULO DE FORMULAS UTILIZANDO LA CALCULADORA

En los primeros cinco apartados de esta seccion te haremos algunas
recomendaciones para calcular férmulas, y te propondremos mu-
chos ejercicios para que vayas adquiriendo confianza en el uso de tu
calculadora. El dltimo apartado contiene una descripciéon de otras
teclas y funciones de la calculadora.

4.3.1. Preparar y efectuar el calculo

Cuando veas una férmula con literales y operaciones, debes conver-
tirla en un cdlculo con ntimeros. A continuacion, te propondremos
una serie de pasos para llevarlo a cabo y encontrar el resultado co-
rrecto, pero antes de ello conviene hacer algunas reflexiones.

+ Si te resulta complicado saber cudndo en una férmula las
letras se deben sustituir por ntiimeros y cudndo no, te reco-
mendamos que consultes el capitulo 3.

+ Recuerda que la multiplicacién puede indicarse de varias
maneras, y una de ellas es la ausencia de signo. Por ejemplo,
todas estas expresiones significan que hay que multiplicar a
por b: axb, ab, a-b, a(b), (a)(b). Ademds, expresiones como 3¢,

5Yd+e o peemreen

multiplicar 3 por ¢, 5 por la raiz de la sumadedye o0 g

significan, respectivamente, que hay que

por el cociente de h entre la suma de m y n. En todas estas
expresiones hay una multiplicacién, pero esa operacion esta
implicita. Para evitar confusiones, hay veces que es necesa-
rio hacerla explicita para la calculadora. Por ejemplo, si en
el primer caso a=2 y b=4, aunque la férmula indique ab, si
nosotros tecleamos 24 la calculadora va a registrar el nimero
veinticuatro y no la operacion 2x4; tenemos entonces que te-

clear una de estas opciones:
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E841E, rO0'O0E 00080,

de las cuales la mds comoda suele ser la primera. Esta explici-
tacion no es necesaria cuando hay algin simbolo que separa
los dos nimeros. Por ejemplo si queremos calcular 749, po-
demos teclear indistintamente
@IE, UeIe des0a .
G Gee:aa,

aunque en general la opcién mas comoda es la primera.*

No olvides que para elevar al cuadrado conviene usar la tecla

a

Ten presente, también, que en una férmula cualquiera de los
tres simbolos: / + o la raya de fraccion se refieren a una di-
visién y corresponden a la tecla &8, Si la divisién estd ex-
presada con una raya de fraccion, la tecla & se debe pulsar
después del numerador y antes del denominador.

Ahora si, te proponemos que realices los siguientes pasos. Primero vas

a “preparar” la férmula y después haras el calculo. Para “prepararla™

Agrega los signos “por” (x) cuando sea necesario. Cuando
después de una division hay una multiplicacién marcada
por paréntesis, es necesario escribir el signo x antes del pa-
réntesis. Por ejemplo, para multiplicar el resultado de doce
cuartos por seis, es decir 14—2 (6), no basta con indicarle a la
calculadora
2 -

porque entonces la calculadora registra que le estds pidiendo
que divida doce entre el resultado de 4 por 6. Es necesario que

le indiques

* Algunas calculadoras, sobre todo las fabricadas hace algunos afios, no reconocen
ni los paréntesis ni la raiz entre dos nimeros como indicacién de que se debe mul-
tiplicar. En ellas siempre es necesario usar el signo x.
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TeHed ()&

o directamente

Tt &

Verifica con tu calculadora estas tres operaciones.

Sustituye las letras por los valores numéricos que tomen en

el caso que estés trabajando. Si alguna parte del calculo te

resulta muy fécil, hazla mentalmente y en su lugar escribe

el resultado correspondiente.

Anade todos los pares de paréntesis que se necesiten. Puedes

usar muchos pares, incluso unos dentro de otros (el ntime-

ro de “niveles” que puedes usar depende de la calculadora,

pero en general te van a resultar suficientes). Recuerda que:

Si se esta operando con algiin ntimero negativo, recomen-
damos ponerlo entre paréntesis.

Si arriba o debajo de una raya de fracciones hay opera-
ciones, debes encerrarlas entre paréntesis. Una excepcién
es cuando arriba o debajo hay una sola operacién con-
sistente en una raiz cuadrada, como en el tercer ejemplo
mds adelante.

Si dentro de un signo ¥ de raiz hay operaciones, debes
encerrarlas entre paréntesis.

Los pares de paréntesis deben estar completos, es decir,
todos los que se abran deben cerrarse.

Una vez que hayas “preparado” asi tu férmula, haz el célculo:

Lee con cuidado y de izquierda a derecha la expresion, te-

cleando cada operacién cuando se indica.

Al final teclea el signo &3

A continuacién veremos seis ejemplos de célculos. Nosotras iremos
poniendo de uno en uno los pares de paréntesis hasta dejar “pre-
parada” la férmula, lo que senalaremos con fondo verde. Ademas,
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escribiremos en un renglén la expresion extendida para que pue-
das repetir el cdlculo en tu calculadora. Sin embargo, lo ideal es
que tt pongas los paréntesis y los signos necesarios sobre la misma
féormula, y que leyendo esa férmula preparada teclees de corrido,
sin escribir en papel las teclas que debes pulsar. Te hacemos esta
recomendacion para disminuir el riesgo de que cometas un error al

copiar la expresion.

Primer ejemplo. Empecemos con un célculo sencillo, para ver el
caso de las operaciones con niimeros negativos en la calculadora.

Supongamos que debemos calcular esta formula:

(5-x7+19+z (a)

Y que para ello sabemos que x=-2y z=-3.

+ Antes de sustituir por los valores numéricos, observamos que
no hay multiplicaciones implicitas. Dado que tanto x como z
toman valores negativos, al sustituir ponemos esos nimeros
entre paréntesis. La expresion que tenemos que calcular es:

(5-(=2))* +419 + (-3)

+ El unico par de paréntesis que tenemos que agregar es para la
operacion dentro de la raiz; aqui usamos corchetes para dis-
tinguirlos de los otros

(5=(-2)2 ++/ 19+ (3)] b)

+ Laexpresion (b) estd lista para teclear. Antes de ello, sin em-
bargo, recordemos que el signo — antes del 2 y del 3 es para
indicar que el ndmero es negativo, y no se trata de una ope-
racion, por lo que en la calculadora usamos la tecla (&) . En-
tonces tecleamos:

'S80 00s0"au®-oaa

244



4.Calculos

Teclea en tu calculadora la operacién directamente desde la
expresion (b), y verifica que el resultado es 53. Nota: Noso-
tras hemos escrito aqui la expresion (c) para que tu puedas
ver cdmo se teclea en la calculadora la expresiéon preparada
(b). Te recomendamos que no la copies, sino que aprendas a
ejecutar esas acciones leyendo la férmula preparada. Lo mis-
mo haremos en los siguientes ejemplos.

Segundo ejemplo. Supongamos que debemos calcular

X—p
s/ (d)

y que sabemos que en nuestro caso particular x=53.74, y=33.5,
$=9.42 y n=18.

No hay multiplicaciones implicitas, por lo que directamente
sustituimos, y entonces lo que debemos calcular es:

53.74-33.5
9.42 /18

Ponemos paréntesis para las operaciones arriba y debajo de
la raya principal:

(53.74 — 33.5)
(9.42 1418) (e)

La expresion (e) estd lista para teclear. Es equivalente a:
(53.74 — 33.5) + (9.42 + 18)

Podemos, entonces, teclear asi:

O rvEssda rav-soa (f)

Teclea en tu calculadora la operacién leyendo de corrido la
expresion (e), y verifica que el resultado es 9.115822453
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Tercer ejemplo. Calculemos:

1-r?
n-2 (g)

Y supongamos que r=-0.6 y n = 18.

+  Observamos que no hay multiplicaciones explicitas y pone-
mos entre paréntesis el valor negativo de r. Si simplemente
sustituimos, obtenemos:

(-0.6)
1- (~0.6)
18-2

+  Pero podemos reemplazar la operacién 18 — 2 por su resulta-
do. Esto lo podemos hacer porque la operacién es muy senci-
lla y solamente involucra niumeros enteros; al hacer esto nos
ahorramos algunos paréntesis.

(~0.6)
16

+ La principal operacién es una division, senalada con la raya
de fraccion. Arriba de ella no hay operaciones, y abajo si, to-
das ellas dentro de la raiz cuadrada. Como esta raiz cuadrada
es la tnica operacién indicada en el denominador, no es
necesario poner la raiz cuadrada dentro de un par de parén-
tesis, pero si es necesario que las operaciones dentro de la
raiz cuadrada vayan entre paréntesis; aqui usamos corchetes
para distinguir unos de otros:

(~0.6)

[1— (—0.6)2J
16

+  Dentro de los corchetes hay una raya, arriba de la cual tam-
bién hay operaciones, por lo que debemos ponerlas entre
paréntesis; aqui usamos llaves para distinguir unos de otros.

246



4.Calculos

(~0.6)

[{1— (1—((5)-6)2}J .

+ Laexpresion (h) estd lista para teclear. Es equivalente a:

(-0.6) +.[[{1 — (-0.6)} = 16]

+ Por lo que tecleamos:

008000 80@:;8a0a -8 ()

+ Teclea de corrido en tu calculadora la operacion leyéndola
desde la expresion (h), y verifica que el resultado es -3.

Cuarto ejemplo. Calculemos la expresion:

/ d
d-k °
7+P+6]2 (J)

Y supongamos que d, = 56.2,d =53.4,k=15,p =354y q=6.2.

« Al sustituir tenemos:

f 56.2
53.4-15(7 + 3541627

+  Observa que hay una multiplicacién implicita: 15 por la raiz,
pero como la mayoria de las calculadoras reconoce esta mul-
tiplicacidn asi, no es necesario escribir x. Ahora bien, como la

raiz agrupa operaciones, las encerramos con paréntesis:

/ 56.2
53.4 - 15 <7 *354+622 6.22>

+ Dentro de la raiz hay una raya de fracciones que no tiene
operaciones arriba, pero si abajo, y deben ser agrupadas con
un paréntesis; aqui usamos corchetes para distinguir unos
de otros:

56.2
e 151/ <7 * B354+ 6.22]> (k)
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La expresion (k) estd lista para teclear. Es equivalente a:

53.4-15,/(7 +56.2 + [3.54 + 6.27])

Podemos, entonces, teclear asi:
CHE SO TGsrradrarrgans o

Teclea de corrido en tu calculadora la operacién leyéndola
directamente desde la expresion (k), y verifica que el resul-
tado es 10.08470404.

Quinto ejemplo. Hagamos el siguiente cdlculo estadistico:

X, - X,
(n1—1)5f+(n2—‘|)522 Jl 1_
n,+n,-2 n,n, (m)

Y supongamos que tenemos esta informacion:
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n,=22 n,=18
x,=56 x,=61.1
5,=6.8 5,=5.3

Al sustituir, tenemos:

56 — 61.1
\/(22— 1)6.82+ (18 -1)5.32 [ 1 1
22+18-2 22" 18

Las dos restas 22 — 1y 18 — 1 se pueden hacer mentalmen-
te. Sin embargo, no podemos poner 21 6.82 sin indicarle a la
calculadora qué operacién debe hacer con 21 y 6.8% por lo
que hacemos explicitas las multiplicaciones:

56— 61.1
J21x6.82+17x5.32 11
2.0
22+18-2 22" 18

Después ponemos paréntesis para las operaciones arriba y
debajo de la raya principal:
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(56 — 61.1)
J21x6.82+17x5.32 1 1
2.0

22+18-2 22" 18

+ El numerador ya est4 listo, pero en el denominador tenemos
dos raices y cada una incluye varias operaciones, asi que las
agrupamos con paréntesis; aqui usamos corchetes para dis-

tinguir unos de otros:
(56 — 61.1)

(J[mx6.82+17x5.32JJ[1+LJ>
22+18-2 22 18

+ Enlaprimera raiz hay una raya con operaciones arriba y aba-

jo que también debemos agrupar con paréntesis; aqui usa-
mos llaves para distinguirlos de los otros. Observa que en la
segunda raiz ya no es necesario poner mds paréntesis porque,
aunque hay rayas de division, estas no tienen operaciones ni
arriba ni abajo.

(56 — 61.1)
(\/[{21 X 6.82+ 17 x 5.32}Jﬁl+ 1_J>
22 +18-2) 22 18
«  Laexpresion (n) estd lista para teclear. Es equivalente a:

(56 —61.1) + ({[{21 x 6.82 + 17 x 5.3 * {22 + 18— 2] {[1 + 22 + 1+ 18] )

(n)

« Asi es como tecleamos:

8080000 arraa"a-:a0
SG0rrac8a0en ac-aasoaa o

+ Teclea de corrido en tu calculadora la operaciéon leyén-
dola desde la expresiéon (n), y verifica que el resultado es
—2.599021238.

* Nota: Una manera un poco mds corta de hacer el calculo de
1

1 ‘o
55 "7g apareceen la pagina 265.
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Sexto ejemplo. Calculemos la expresion
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3¢p—-dr-b
12+¥
1
S (p)
h-2
]

Si sustituimos por los valores conocidos a=6.1, b=1.3, d=-2.6,
h=3.7, i=6, j=7.2, y=4.3, y=5 y w=1.6, obtenemos:

3(5— (-2.6)2-1.3
6+43

37-81

7.2

12 +
—-1.6

Colocamos paréntesis para agrupar todo lo que va dentro de

la raiz:
3(5—(~-2.6)2—1.3
+
12 By a—
6.1 —1e
37 -2
7.2

Después ponemos paréntesis para las operaciones arriba y
debajo de la raya principal de fraccién; aqui usamos corche-
tes para distinguir unos de otros:

3(5—(-2.6)7—1.3
[12 * 6+4.3 ]

37-81
72

Ahora hacemos lo mismo con las operaciones arriba y deba-

-1.6

jo de la otra raya de fraccion; aqui usamos llaves:

[1 o 4 BB (26 - 1.3}]
{6+4.3)

[3.7 - ﬂ]
72

La expresion (q) esta lista para teclear. Es equivalente a:

—-1.6 (q)
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12+ {3(5— (-2.6)2— 1.3} = {6+4.3)] + [3.7 + 6.1 + 7.2] - 1.6)

+  Podemos ahora teclear:

008008000008 10e
(CIFEEL) D) IS CEM I R [y =) (r)

+ Teclea de corrido en tu calculadora la operaciéon leyén-
dola desde la expresion (q), y verifica que el resultado es
2.908496009

4.3.2. Hacer el calculo de corrido

Tal vez los ejemplos que hemos puesto te puedan parecer com-
plicados y prefieras ir haciendo los célculos “paso a paso”, apun-
tando cada vez los resultados de cada una de las operaciones.
Nosotras te recomendamos que NO lo hagas asi: No apuntes re-
sultados intermedios; lo deseable es que realices el cdlculo de corri-
do en la calculadora con todos sus pasos, utilizando los paréntesis,
como indicamos en el apartado anterior.

Esta recomendacién obedece a dos razones. La primera es que
cuando uno copia resultados y los vuelve a teclear en la calculadora,
aumenta la probabilidad de cometer un error de tecleo. La segunda
es que, al ir realizando la mayoria de las operaciones, necesaria-
mente requeririan un redondeo y esto implicaria que se vaya

acumulando un error.

4.4. POR QUE ES MEJOR HACER DE CORRIDO LAS OPERACIONES

Y NO CON RESULTADOS PARCIALES

Veamos con un ejemplo qué puede ocurrir cuando se hacen las

operaciones directamente y cuando se hacen “paso a paso” regis-
trando resultados intermedios.

251



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

Supongamos que tenemos que hacer el siguiente cédlculo:
.032 . 128
Vo075 *No.22 (s)
<.069>2 . <.o44>2
12.5 6.31

Para preparar el cilculo como lo hicimos en el apartado 4.3.1, po-

nemos primero los paréntesis necesarios:
_.032] 7 _.128]
Vo7 *[0.222 (1)
(.069)2 . <.o44>2
12.5 6.31
Como la expresion (t) esta lista para la calculadora, tecleamos:

90, a-80us0  Ta 2000
GO0 e suadrasaauna v

Verifica que el resultado de esta operacion es 399.7936071 (v)

Ahora veamos qué ocurre con la expresion (s) cuando hacemos
el calculo “paso a paso”, es decir, operacién por operacién y re-
gistrando los resultados. Como esta forma hace que se acumulen
errores, la hemos tachado, pero puedes seguirla para entender por
qué no es conveniente hacer el cdlculo “paso a paso”

rtir de la expresion (s), empezamos calculando los cuadr

tenemos #15 J S calculamos las

dos divisiones que van ¢l denominador; ahi te-

3160 BT, Ahora la expresion

.032 . ’.128
.006 .06

[.0062 + .0072

nemos B65 & 125 W A y B4

(q) se convierte en
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rcalculamos los cocientes, tenemos B32 W BiE 53 y AcH

HABNS. Ahora sumamos A7R7BEH L B3

se ha transformado en:

Como puedes observar, en este ejemplo el calculo “paso a paso”
nos llevé a un resultado incorrecto: hay una diferencia de 42.01
entre el resultado correcto (v) y el que encontramos (y): jmas de
10% de error!

El error se debe a todas las aproximaciones por redondeo que
fuimos haciendo. Esa es la razén por la que hemos tachado este
ejemplo: no es correcto hacer los célculos “paso a paso”

4.3.3. Redondear el resultado final

Como hemos visto, ir haciendo las operaciones y apuntando los re-
sultados intermedios no es correcto; ni siquiera redondeando esos
resultados intermedios (jy seria todavia peor si no se redondeara, es
decir, si los nimeros simplemente se truncaran!). Sin embargo, una
vez que se llega al resultado final si hay que redondearlo, habiendo
decidido cuantas cifras decimales se van a utilizar.

Veamos en nuestros seis ejemplos como se puede redondear el
resultado final.
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Primer ejemplo. El resultado era 53. Este nimero no requiere ser
redondeado: queda en 53

Segundo ejemplo. Habiamos llegado al resultado 9.115822453. Si
decidimos utilizar tres cifras decimales, lo redondeamos a 9.116

Tercer ejemplo. El resultado era -3. Este ntimero no requiere ser
redondeado: queda en -3

Cuarto ejemplo. Habiamos llegado al resultado 10.08470404. Si de-
cidimos utilizar dos cifras decimales, lo redondeamos a 10.08

Quinto ejemplo. Habiamos llegado al resultado —2.599021238. Si
decidimos utilizar dos cifras decimales, lo redondeamos a —2.60

Sexto ejemplo. El resultado era 2.908496009. Si lo queremos expre-
sar con una cifra decimal, tenemos 2.9

4.3.4. Estimar

Una recomendacion de caracter general: cuando hagas operacio-
nes aritméticas, pregintate si el resultado tiene sentido, si es ve-
rosimil. Procura no resolver los problemas de manera mecdnica,
sino “echarte un clavado” en la situacién que se presenta, y ver si el
resultado es creible.

Por ejemplo, imagina que al convertir 120 kilémetros en metros
el resultado te sale 0.12 m en lugar de 120,000 m (es decir, que en vez
de multiplicar por 1000 cometes el error de dividir entre 1000, una
equivocacion que nos puede ocurrir a todos). Si realizas la opera-
ci6n de manera mecdnica, metiendo los nimeros a la calculadora y
leyendo el resultado, no te vas a dar cuenta del garrafal error. Pero
si te haces una idea de cudnto son 120 kilémetros (digamos, como
de Cuautitlan a Cuernavaca) y tratas de imaginar cuantos metros
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caben en esa distancia, te va a parecer raro que sea menos de uno,
sverdad? Imagina cudntas reglas de un metro podrias alinear entre
Cuautitldn y Cuernavaca. Muchisimas, ;no? Varios miles: de hecho,
120 km son efectivamente ciento veinte mil metros. Si haces ese
esfuerzo de imaginacion, el resultado 0.12 te va a parecer raro y vas
a volver a pensar en lo que estds haciendo.

La recomendacion es, entonces, la siguiente: cuando realices un
célculo trata de anticipar aproximadamente cudnto va a ser el resul-
tado. Esto te permitird ir poco a poco mejorando tus intuiciones, y
también cometerds menos errores.

Veamos algunos ejemplos:

+ Supongamos que tenemos que calcular el promedio de tres

calificaciones: 6, 7 y 9. La operacién que hay que hacer es
6+7+9

5 Y por lo tanto lo que hay que teclear es

GoE " GUaa,

y se obtiene el resultado 7.33. Se podria cometer el error de
no ponerle paréntesis a la operacién arriba de la raya, en
cuyo caso el resultado serfa 9.7. Sin embargo, si tenemos cla-
ro que se trata de un promedio de tres niimeros y que por lo
tanto no puede ser ni menor que el mas pequefio de los tres
ni mayor que el mds grande, el resultado 9.7 nos debe llamar
la atencién y hacernos ver que algo hicimos mal.

+ Imaginemos que en el supermercado compramos un paque-
te de ate que cuesta $45.90, una botella de vinagre marcada
en $12.90 que tiene $1.70 de descuento y tres paquetes de ga-
lletas de $22.50. Conviene llegar a la caja sabiendo mas o me-
nos cudnto nos van a cobrar. Por el ate, $45.90 es casi $46, por
el vinagre poco mas de $11, y por las galletas como $66, por lo
que la cuenta total debe estar entre $120 y $130. Si el cajero
nos presenta una nota de $148.80 tendremos razén en recla-
mar: en este caso nos cobré 4 paquetes de galletas y no con-
siderd el descuento en el vinagre.
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En las operaciones aritméticas descontextualizadas, como las de

los seis ejemplos del apartado 4.3.1, estos ejercicios de estimacién

solo son factibles cuando los célculos no son muy complicados.

4.3.5. Recomendaciones adicionales acerca de los calculos

Es frecuente que los estudiantes de ciencias sociales reporten que

cuando hacen los ejercicios con el profesor entienden bien, pero

cuando los quieren hacer solos ya no obtienen los resultados co-

rrectos. Las recomendaciones que te hemos hecho en los cuatro

apartados anteriores pueden ayudarte a que eso no te ocurra, y aqui

anotamos algunas mas.
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Aunque te hemos recomendado no hacer los cilculos “paso
a paso’, puede ocurrir que te interese llevar un registro de
los resultados parciales, porque después podrias preguntarte:
“;y ese nimero, de déonde sali6?”. Cuando hagas eso, y sobre
todo pensando en que lo vas a querer consultar después (por
ejemplo, al hacer ejercicios para preparar un examen), no
escribas el signo igual entre niimeros que no son iguales.
Esto sucede con frecuencia cuando se hacen célculos paso a
paso. Aqui vamos a poner un ejemplo muy sencillo, para que
resulte claro lo que queremos ilustrar. Digamos que tienes
que calcular 2x3+4. El resultado, obviamente, es 6+4=10. Po-
dria ocurrir que pensaras algo como: “;Dos por tres? —Seis—
sMads cuatro? —Diez—", lo cual es un razonamiento correcto,
pero si acompafias ese razonamiento con esta escritura:
_IX3=6+4=10__

jestarias escribiendo que 2x3 es 10!, lo cual, obviamente, es
falso (y es la razén por la cual hemos tachado esa escritu-
ra). Cuando quieras usar tus apuntes para estudiar te vas a
preguntar, con justa razon: “;y ese nimero 10, de donde sa-
1i62”. Si quieres llevar un registro de que para calcular 2x3+4
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primero efecttias la multiplicacién 2x3 y luego sumas 4, te
proponemos dos maneras en las que no ocurre el error
mencionado:

© 2x3+4=6+4=10

° 2x3+4-> 2x3=6>+4 >10

Tampoco escribas el signo igual entre niimeros que corres-

ponden a distintas clases de cantidades. Suele ocurrir que
se utilicen tablas para relacionar dos

tipos de cantidades distintas. Esto es | ersonas | Yemas

habitual en Estadistica, pero también 2 3
. . L. 4 6
en otras aplicaciones matematicas. Por . -

ejemplo, observa la tabla de junto, que
reporta cudntas yemas de huevo se deben utilizar para hacer
cierto postre, segtin la cantidad de comensales. Imagina que
queremos preparar postre para 10 personas y que nos pre-
guntamos cudntas yemas necesitaremos. Podriamos pensar
algo como: “Diez personas es lo mismo que dos —que llevan
3 yemas— mas ocho —que llevan 12 yemas—, o sea que necesito
15 yemas’, y seria correcto, pero no seria correcto acompanar
ese modo de pensar con una escritura como la siguiente:
10 = =15

Porque estariamos diciendo que 10, 2, 12 y 15 son nimeros
iguales, lo cual es incorrecto. Te proponemos dos maneras en
las que no ocurre ese error, para que uses la que te parezca

mads conveniente:
© 10=2+8> 3+12=15

© 10=2+ 8
o
3+ 12=15
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4.3.6. Otras teclas y funciones de la calculadora cientifica

Ahora haremos algunos comentarios generales sobre otras funcio-

nes que suelen tener las calculadoras. Es posible que td encuentres

que con lo que hemos explicado hasta ahora te basta para manejar

tu calculadora y que no quieres mds informacién que te podria re-

sultar innecesaria: en ese caso, simplemente pasa a los ejercicios.

Pero si te han causado curiosidad algunas de las teclas de tu calcu-

ladora, podrias encontrar interesantes los siguientes parrafos.

Basaremos los comentarios en las calculadoras tipo Casio que

se encuentran actualmente en el mercado, pero con las siguientes

salvedades:

No todas las calculadoras tipo Casio tienen todas las funcio-

nes que mencionaremos aqui, o no con esa terminologia.

Hay calculadoras tipo Casio que tienen otras funciones ade-
mads de las que mencionaremos aqui.

Sea como fuere, incluso si tu calculadora es Casio, te recomenda-

mos enfiaticamente consultar el instructivo.

Como corregir errores
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La mayoria de las calculadoras cientificas actuales tienen ma-
nera de ver qué calculos se le indicaron a la calculadora y de
corregir errores que se hayan cometido al teclear. Suponga-
mos, por ejemplo, que al hacer la suma 5.6+2.31 te equivo-
cas y no pones el segundo punto decimal, sino que tecleas
56 W 231 @& Entonces obtienes el resultado 236.6. Si ha-
bias anticipado que el resultado deberia estar entre 7 y 8, el
resultado 236.6 te muestra que algo hiciste mal. En las calcu-
ladoras tipo Casio suele haber cuatro flechitas justo debajo

de la pantalla, a veces impresas sobre una tecla redonda gris.
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Si ahi pulsas varias veces la flecha de la izquierda, en el pri-

mer renglén de la pantalla aparece, sucesivamente:

e+
55+23. alternado con 56+
55+21  alternado con S5+

Ahfi estd el error: después del 2 debia ir un punto. Si ahora
tecleas el punto lo que ves es

SE+d.  alternado con 5B+t
y si tecleas 31 ves

SE+ 2L
Ya corregiste el error. Ahora teclea (&l y observa que el resul-
tado es 131

Hay otras maneras de borrar lo que uno tecle6 por error. Dos
de ellas son las teclas
y @

(que en algunas calculadoras aparecen como y )

La primera borra solo lo que se acaba de escribir, mientras que
la segunda borra toda la operacién. Consulta tu instructivo.

Aqui hemos mencionado tres maneras que tienen algunas calcu-

ladoras para corregir errores, pero es posible que tu calculadora

tenga otras maneras. Por ello es muy importante que para saber

cémo funciona en este aspecto (y en otros) consultes el instructivo.

La tecla

La tecla k= abre diversas posibilidades de manejo de la calculadora,

segun la cantidad de veces que se pulsa.

Cuando tu pulsas una vez la tecla &, aparecen primero los

tres modos de funcionamiento:
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Con el numero %, el modo aritmético o {8MP. Cuando estds
trabajando en este modo, no aparecen en la pantalla los le-
treros 55, REG ni £QN.

— Con el numero &, el modo estadistico o S8. Cuando lo
eliges, aparece en la pantalla el letrero S3. Este modo debe
resultarte muy ttil en un curso de estadistica.

— Con el namero 3, el modo de regresién o RE5. Cuando
lo eliges, te pregunta si la regresiéon que quieres es lineal
(LiN=1), logaritmica (L35°2), exponencial (EXP=3); la lista
no termina ahi, sino que si pulsas la flecha derecha te da
otras opciones de regresion. Cuando eliges alguna de ellas,
aparece en la pantalla el letrero REG. Todo este modo de
regresion puede ayudar en un curso de estadistica.

En algunas calculadoras, cuando pulsas dos veces la tecla

e , aparece un cuarto modo de funcionamiento:

— Con el ndamero 1, el modo de ecuaciones o £&M. Si pulsas 1,
la calculadora te pregunta con este letrero: Unknouns 2,
con cudntas incégnitas vas a trabajar (2 o 3), y luego te
pregunta los valores de los coeficientes de las ecuaciones.
Cuando eliges este modo, aparece en la pantalla el letre-
ro €GN. Este modo te puede ser atil en algunos cursos de

matematicas.

La siguiente vez que se pulsa la tecla ¥ , aparecen tres opcio-
nes para manejar los dngulos, lo cual resulta indispensable
cuando se trabaja trigonometria, pero totalmente intrascen-
dente cuando no es asi. Los dngulos se pueden medir en gra-
dos (D2g=1), radianes (Rad=2) o grados centesimales (6ra=3).
La calculadora siempre considera los angulos de alguna de
esas tres maneras, e indica cudl estd usando mediante un pe-
quefio letrerito en la pantalla que puede ser D2q, R3d o 6r3, 0
bien EI, B o B. Como acabamos de decir, si no vas a hacer
célculos trigonométricos, es totalmente intrascendente cudl
de esas tres letras o de esos tres letreritos aparece.



4.Calculos

+ Si pulsas nuevamente la tecla %, aparecen tres opciones
para manejar los nimeros:

— Con el namero 1 (Fix), todos los nimeros aparecen con
una cantidad fija de decimales. Tu eliges esa cantidad
cuando al pulsar 1 la calculadora te pregunta Fix 837 Si
pulsas, por ejemplo, 2, todos los nimeros apareceran re-
dondeados a dos cifras decimales. Por ejemplo, cuando
le dices a la calculadora Fix -3, el nimero 7 aparece como
342, Cuando estds trabajando en este modo, aparece en
la pantalla el letrero Fix. (Si quieres salir de este modo,
vuelve a pulsar & hasta que aparezcan las opciones Fi¥,
Sciy Norm, y pulsa 3 y £ para modo normal).

— Con el numero 2 (5¢i), la calculadora usa la notacién
cientifica: todos los niimeros aparecen como un ntimero
decimal con un solo digito en las unidades, multiplicado
por 10 elevado al exponente adecuado. Aqui la calculado-
ra contempla no la cantidad de cifras después del punto
decimal, como en el modo X, sino la cantidad total de
cifras. Por ejemplo, en el nimero 6.783x102, la calculadora
considera que en total se tienen cuatro cifras, que son el 6,
el 7, el 8 y el 3. T eliges la cantidad total de cifras cuando

al pulsar  la calculadora te pregunta Sci &~

3¢ Por ejem-
plo, cuando le dices a la calculadora 5ci-3, el numero
7 aparece como 3.14x10%, el nimero 12345.6789 apare-
ce como 123X, y el ndmero 0.005679 aparece como
5EBXWE™. Cuando estds trabajando en este modo, aparece
en la pantalla el letrero S¢i.

— Con el namero 3 (Morm), la calculadora usa el modo
“normal” de expresar los ndmeros, pero como hemos vis-
to, ese modo tiene dos “submodos”, que aparecen cuando
pulsas 3, porque la calculadora te pregunta Morm 1727
Si pulsas %, la calculadora expresa con todas sus cifras to-

dos los nimeros que estdn
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entre 0.01 y 9,999,999,999 o bien
entre —0.01 y —9,999,999,999,
pero los nimeros fuera de ese rango los expresa en notacién
cientifica. En cambio, si pulsas £, los nimeros que expresa
con todas sus cifras son los que estdn
entre 0.000000001 y 9,999,999,999 o bien
entre —0.000000001 'y —-9,999,999,999
y fuera de ese rango, de nuevo utiliza la notacién cientifica
(jsimplemente porque si no, no caben en la pantalla...!). Este
modo de presentacién de los nimeros ya fue explicado en
nuestro manual en el capitulo 2, al hablar de potencias de
10 y de notacién cientifica. Cuando estds trabajando en uno
de los dos submodos del modo “Normal”, no aparecen en la
pantalla los letreros Fix ni Sci.

En resumen, los dos submodos de Norm manejan de la
misma manera nimeros grandes en valor absoluto y solo
usan la notacidn cientifica para denotar los que no caben en
la pantalla, mientras que los nimeros muy cercanos a cero
son manejados con todos sus ceros (si caben en la pantalla)
en el submodo MNorm-2 y en notacién cientifica en el sub-
modo Norm-1.

Veamos entonces con algunos ejemplos cémo expresa una calcu-

ladora diversos nimeros en los modos y submodos recién descritos;

en el caso de los modos Fix y Sci hemos elegido 3 cifras. Comprueba

estos resultados con tu calculadora (simplemente, en cada modo

teclea el nimero o la operacién y luego teclea & ).
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Modo Modo Submodo Submodo
Numero

Fix-3 Sci-3 Morm -, Norm -2
56.4726 SEM0 S BSxIEE SEMHCE SEM2E
-89635.1 -B3635.188 -B96x1E™ -B95351 -B36351
0-0.000003? | {1 A7R -Samxme -9xiEe -IxiEe
8880007 18EEHET | T EE TEEEHET | ERSHhaE
(-0.05)? 7me comxin® £oxin® 7 BnIS
e BOHSZETES | BRSIET EEHIZETES | EEMSZETES
0.253 z.2eM BHmEE B.2EH5E B.285HE3

Observa que la calculadora escribe los exponentes menores de 10

con un cero a la izquierda; por ejemplo, cuando nosotros escribi-

mos 105, en la pantalla de la calculadora aparece 18 %

+ Enlas calculadoras que manejan fracciones, si pulsas una vez

mas la tecla &, aparece el letrero Disp con el ndmero 1 (en

inglés “display” quiere decir “presentacion”), y ahi te permite

elegir entre fracciones mixtas (30/c=1) y propias o impropias

(d/c=2). Para escribir fracciones en estos formatos se usa la

tecla @; debes consultar el instructivo para ver cémo ha-

cer eso. Finalmente a la derecha de (d/c=2) aparecen otras

dos opciones, segtn si quieres que la separacién decimal (es

decir, entre unidades y décimos) sea un punto (301=1) o una

coma (Lomma=2). Como ta sabes, en México se usa punto.

La memoria

La mayor parte de las calculadoras cientificas tienen para el modo

aritmético una memoria a la que se accede con la tecla (3 . La mis-

ma tecla se usa ampliamente en los modos estadistico y de regre-

sion, pero aqui nos ocuparemos solamente del uso de esa memoria

en el modo aritmético.

Cuando la memoria esta siendo utilizada aparece en la pantalla

la letra 1. Hay dos maneras de guardar informacién en la memoria
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y una manera de ver lo que contiene, que vamos a ver en seguida. Al

final veremos como borrar el contenido de la memoria.
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La memoria puede funcionar como “memoria aditiva”, esto
es, sumando todo lo que se le meta con la tecla @ . Si la me-
moria estd vacia (es decir, no aparece la letra 1l en la pantalla)
y pulsas 5 (@ y luego 3.1 @, al final el contenido de la me-
moria sera el ndmero 8.7

Si deseas guardar un nimero en la memoria sustituyendo el
contenido anterior, debes pulsar las dos teclas
Nota: Como se explicé en la presentaciéon del manual,
aqui hablaremos de la tecla @9, con independencia de
si funciona directamente o con el uso previo de & .
Por ejemplo, para guardar el ndmero de teléfono de Locatel,
pulsa 55565811 &9 . Aunque hayas tenido guardado ahi el
numero 8.7, lo que hay ahora es el nimero 5556581111

Para ver lo que tiene la memoria pulsa las dos teclas

Para operar con el niimero que estd en la memoria, algunas
calculadoras exigen que después de la combinacién
teclees también el signo &, mientras que otras funcionan
directamente con las dos teclas mencionadas. Es decir, de-
pendiendo de la calculadora, para operar con lo que hay en
la memoria se pulsa una de las dos siguientes combinaciones:

0 (Reu v ] =]

Para limpiar la memoria y dejarla en blanco (o “en ceros”)
lo que se hace es guardarle, justamente, un cero. Es decir, se
pulsa la combinacién

8
Observa que cuando haces esto se borra de la pantalla la

letra .



4.Célculos

Otras teclas

No vamos a hablar aqui de todas las teclas que pueden tener las

calculadoras cientificas, pero mencionaremos las que pensamos

que con mayor probabilidad pueden servirte a ti, como estudiante

de ciencias sociales.

Las teclas para calcular potencias que no sean el cuadrado, asi
como raices que no sean la raiz cuadrada; es decir, las teclas
[ x: M x IS} ademds de (0 y @, fueron explicadas en el ca-
pitulo 2. Algunas calculadoras, en vez de la tecla &3 cuentan
con una tecla €9 que funciona igual que

Muchas calculadoras tienen una o dos maneras de calcular po-
tencias de 10. Una es con la tecla @. Otra es con la tecla EB.
Por ejemplo, tanto 5 @ 3 (& como 5 R 3 (& dan el resultado
5x10° = 5,883, y tanto 4 2 & como M 2 & danel

resultado 4x10-2= 4

Las calculadoras suelen tener una tecla para encontrar el in-
verso multiplicativo de un ntimero x, es decir, 7/x. Esa tecla
aparece como @ o como EB. Por ejemplo, si pulsas 5 €D &
obtendras B2, y esto es porque ;— =02

Esa tecla podia utilizarse también para hacer el cilculo
de /L + (ver el quinto ejemplo en la pdgina 248). En

22 18

vez de pulsar @ @ 1 & 22 3 1 &) B @B, se podia teclear
Gre@acad

La tecla @i de muchas calculadoras tipo Casio sirve para en-
contrar el ultimo resultado (ANS viene del inglés “answer”,
que quiere decir “respuesta”). Por ejemplo, si quieres calcular
7.8 + 8.2, puedes calcular 18 &8 B2 (&, y luego @D &l &
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Letreros en la pantalla
En la pantalla de tu calculadora pueden aparecer, ademds de los
numeros y las operaciones marcadas con ellos, otros letreros, que
ya fueron comentados.

*  Los letreros D2q, Rad, 6RA, (DNR y B fueron explicados en
la pagina 260.

+ Laletra fue explicada en la pdgina 261.

+ Los letreros 53, REG y £aM fueron explicados en la pagina 260.

+ Los letreros Fix y Sti fueron explicados en las pdginas 261 a
263.

Pueden aparecer muchos otros letreros en la pantalla, que te indiquen
o el tipo de resultado que estds obteniendo, o el tipo de error que se
estd cometiendo: recuerda lo que ocurre cuando le pides una ope-
racién imposible, por ejemplo: B &l B &, o bien, (DEIE WS .

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

4.11. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-
presa los resultados con tres cifras decimales (hasta milésimos).

) 65.78 + (—15.34 x (~6))
a 7.23 + 855

C) (14-45x18)+23
d) (25+28)+4x7(1—(8+15))
e) (6.12x5.27)+45.6/(1.625 x 8)
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f) 678-356 + (532 x 10"") — 252 +1400

3

41 _ 2 2
g) 4[-6.4+3.6x (5.9 3.1)x[5]

h) 48-

6

6 [25 4 X(_10)]+«/-4+7x8

49 15 6

4.12. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-

presa los resultados con dos cifras decimales (hasta centésimos).

a)
b)
<)
d)
e)
f)

g)
h)
i)
)
k)
)

5.84 +6.59 x 10.87
6.352—1.023/3.22 x 1.65

6.98% + 3.457°

0.001 x 862 .
0.2

5.48 + 25+7

4(32 - 72 + 56
13

(545-7.56)x9 648 x 2.75-5.03
6.45-135 0.125x7

4/0.001

3/0.0
+13.457 x 5 + 2.64
135-178x0.45  4536x5 12.123x(5.6-7.3)

g

J4.96 T285-344  36+198

(145.7 x (5.8 — 3.4)]’2
645-73+4.8

(~0.085 + 1.254) x 56 + 347.12 — 0.18
12/(7 — 1.45) x (23.6 — 5.43)

m) (6.4 +5.8x3.1)" x (5/6)3
(7.809 — 8.097 + 9.780 — 7.908) / (-7.809 + 8.097 — 9.780 + 7.908)?

n)
0)

p)
Q)

5.85 — 7.23 x 2.87
4.12 x (—1.09)

12.34 - 56.78 + 1/6 x (3.45 - 1.86) — 0.9?
275—(56.87 x4.33)/6.12 + 345.2

1.08 + —14.87

1) 45777 - 189+ (12.5x 7.22 +1.5) x (8.4 — 9.35)
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4.13. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-
presa los resultados hasta diezmilésimos.

a) 526-473
2.6 /45

748 _ 64.1
p) 124 63
541 _ 637

148 282

4.03-273(6.41-8.08) ., ]
©) 5'82[ 3.41 - 2.667 + 749

(4.03-2.73) (6.41-8.08) ,, ]
d 5'82[ 341 - 2.667 749

¢) (1832 1842) — 137465 /1374650
[C581 + 578 (25.3 — 36.4)

4.14. Resuelve con tu calculadora las siguientes operaciones y ex-
presa los resultados hasta décimos.

a)5146

6 217

5_ [4+6x(-2)
b) S =7
542 —7.48
) 213608

58.26 _ 35.43
d) _96.05” 86.17
69.14 , 83.15

T 7
¢) 18 * 25

0 ()

g) [41.77 - %) (6.41 x7.04%)

h) 16 (8573.178) — (984.9)(138.97)
\/16(63780.23) — 984.92.,/16(1220.6631) — 138.972
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4.15. A continuacidn, se dan los valores numéricos de algunas va-
riables. Usalos para encontrar el resultado de las expresiones indi-
cadas, hasta milésimos.

x=3279 ¢=0.032 m=3 0=-6.201 a=111 u=-44.083
p=6071 p= 0.0014 «=46821 d=31416 Ar=-25 t=-2

a) (o + pB)t-1+m
50

50p +
P o1

b)
adsu

c) J1+J2+J/3+Ya

d) (d_u') (I3+x)

pro a-413u
) [3 +/2p+ 1B B J’"“
U d  "xa

4.16. A continuacidn, se dan los valores numéricos de algunas va-

riables. Usalos para encontrar el resultado de las expresiones indi-
cadas, hasta centésimos.

[ = 5837 g=-2.66 €=-0.752 h=77.402 ©0=1503 k=2
$=13.047 0 =0.0071 b=25 Y =-1 z=9.033 =671

a) (—g+by+420)1— 62
w-h
3| eh

b) b-o

+0

sw— 128
(0.0150)"

bt
go
o) v/ Bgehok

sBbyzw
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5. PROPORCIONALIDAD Y PORCENTAJES

Este capitulo estd dedicado a uno de los conceptos mds utiles en el
area de la aritmética: la proporcionalidad. El capitulo estd dividido
en tres secciones: empezaremos por ver a qué se refiere el término
de proporcionalidad directa y hablaremos brevemente de la pro-
porcionalidad inversa, que es menos comun; después veremos qué
tipo de problemas surgen cuando se habla de proporcionalidad; y
la tercera seccién estard consagrada a una familia muy particular de
problemas: los porcentajes.

5.1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA E INVERSA

En esta seccién abordaremos dos formas de proporcionalidad: la
directa, que es la més frecuente, y la inversa. Empezaremos ca-
racterizando la forma més comun de proporcionalidad entre dos
variables, presentaremos una serie de ejemplos y veremos qué
propiedades tiene. El tltimo apartado estard dedicado a la pro-
porcionalidad inversa.

271



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

5.1.1. ;Cuéndo son directamente proporcionales dos variables?

Sabemos que hay una relaciéon entre la lon-

gitud de los lados de un cuadrado y su peri-

metro, ya que, por ejemplo, si el lado de un

cuadrado mide 3 cm, su perimetro mide
4x3=12 cm;

si el lado mide 7 m, su perimetro mide
4x7=28m

y en general, si el lado del cuadrado mide 4 unidades, su perimetro

va a medir
4d unidades.

Por otra parte, si sabemos que el perimetro de un cuadrado es
de 50 cm, podemos obtener la longitud de cada uno de sus lados
dividiendo 50 entre 4, o lo que es lo mismo, multiplicando 50 por
Ya; es decir, con cualquiera de estas operaciones:

50 1
=~ =50+4 = 50x— =125 cm
4 "4

Como esta relacién se conserva para todos los cuadrados sin
importar la longitud de sus lados, tenemos una relacién entre el
lado de un cuadrado y su perimetro. Es decir, si d es la longitud
del lado y p es el perimetro del cuadrado, la relacién entre estas dos
variables se puede expresar de cualquiera de estas maneras:

_ —px1l P
p=dx4 d'pXZ'Z

Veamos ahora otro ejemplo relacionado con la misma figura. Sabe-
mos que si el lado de un cuadrado mide 3 cm, su drea es 32 = 9 cm?,
y en general, si el lado del cuadrado mide d unidades, su drea es d?
unidades cuadradas. Por otra parte, si sabemos que el drea de un
cuadrado es de 81 m?, podemos conocer la longitud de cada uno
de sus lados obteniendo la raiz cuadrada de 81, esto es +/81 = 9 m.
Es decir, si d es la longitud del lado y a es el drea del cuadrado, la
relacion entre estas dos variables se puede expresar de cualquiera
de estas maneras:
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a=d s d=+a

Observamos entonces que la longitud del lado del cuadrado estd
relacionada tanto con su perimetro como con su drea. Sin embar-
go, estas relaciones son de distinto tipo, pues mientras que en la
relacién con el perimetro estd involucrada una multiplicacién (o
una divisién) por una constante (4 o %), la relacién con el drea se
establece a partir de una potencia o una raiz cuadrada.

Las relaciones con las que trabajaremos aqui son como la pri-
mera, es decir, en las que hay una multiplicacién (o una divisién)
por una constante. Decimos que las variables involucradas en
una relacién de este tipo son directamente proporcionales o que
son proporcionales o que entre ellas hay proporcionalidad (o una
proporcionalidad directa); * también decimos que hay una va-
riacién proporcional. A la constante se le llama constante de
proporcionalidad.

Es decir, la longitud del lado de un cuadrado y el perimetro del
cuadrado son proporcionales y la constante de proporcionalidad
es 4 (o ¥4). Esto se puede registrar en una tabla como la siguiente:

Longitud dellado | 1 |2 | 55 | 843 | 18 | 300 | 1250 | 5050.7 | d

Perimetro 418 22 |33.72| 72 | 1200 | 5000 | 20202.8 | 4d

Veamos ahora otros ejemplos. Te invitamos a verificar todos los
célculos en tu calculadora.

Dos ejemplos de variacién directamente proporcional
+ Supongamos que en una cafeteria solo venden una clase de
refrescos, cuyo precio es de $20, y llamemos r a la cantidad

* En general solo se usan el adverbio “directamente” o el adjetivo “directa” cuando
hay una posible confusién con otro tipo de relacién de proporcionalidad.
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de refrescos que un grupo de amigos consumen en la cafe-
terfa, y d a la cantidad de dinero que pagan por los refrescos.
Por ejemplo, podemos tener

r: cantidad de refrescos |  d: dinero pagado

8 $160
4 $80
10 $200

Observa que como sabemos que cada refresco cuesta $20, pode-
mos saber cudnto dinero van a pagar, conociendo la cantidad de
refrescos consumidos; aun con una cantidad de refrescos no in-
cluida en la tabla, como r = 7, podemos saber cudnto pagarin:
d =7 x20 = $140.Y viceversa, si conocemos cudnto pagaron pode-
mos saber cudntos refrescos consumieron: si pagaron d = $200, con-
sumieron r = 200 + 20 = 10 refrescos.

(Observa que, si bien en esta tabla hemos puesto las dos va-
riables 7 y d como columnas, también podriamos haberlas puesto
como renglones, igual que en la tabla de abajo).

r: cantidad de refrescos 8 4 10

d: dinero pagado $160 $80 $200

En este ejemplo tenemos que r y d varian proporcionalmente, y la

relacion entre ambas variables se puede expresar como

: g, 1 _d
d=20xr o bien r_dXZO_ZO

El precio del refresco es la constante de proporcionalidad. Ob-
serva que si no supiéramos cudnto cuesta el refresco, pero si cudn-
tos refrescos consumieron los amigos y cudnto dinero pagaron,

entonces podriamos encontrar el precio, P. Asi

d
P=—
p
Es decir, si conocemos dos de los ndameros r, d y P, siempre po-

demos encontrar el tercero.
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+ Cuando hacemos frecuentemente una misma receta de co-
cina, pero cada vez para un namero distinto de personas,
podemos encontrar constantes de proporcionalidad que
nos permitan saber las cantidades necesarias de cada in-
grediente. Por ejemplo, consideremos los ingredientes de la
siguiente receta original de natilla para 8 personas:

— 2litros de leche

— 16 yemas de huevo

— 8 cucharadas de maicena
— 2 cucharaditas de vainilla
— % cucharadita de sal

— 4 tazas de azucar

Sinos fijamos en la leche, podemos hacer una tabla de propor-
cionalidad para ver cudnta leche se necesita para distinta cantidad
de personas. Empezamos viendo que si 2 litros son para 8 perso-
nas, para una persona es la octava parte de eso, o sea % de litro, es
decir, ¥ de litro. La receta de natilla requiere % de litro de leche
por persona. Y entonces podemos tener una tabla de proporcio-
nalidad asi:

Numero de personas: p
1 4 5 8 10 12
Constante
leche (en d Vax Vax4d | Vax5 | Vax8 | Vax10 | Vax12
e propor-
litros): 1 | . p. g = =1 =% =2 =% =3
cionalidad: v

Es decir, si [ es la cantidad de leche y p es el nimero de personas, la
relacion entre estas dos variables es de proporcionalidad y se puede
expresar asi:

I=Yxp o bien p=4xl

Ademds, la constante de proporcionalidad la encontramos tam-
bién al dividir / entre p en cualquier columna de la tabla anterior:
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Lo mismo podemos hacer con los demas ingredientes, obteniendo la
constante de proporcionalidad al dividir la cantidad indicada en
la receta entre 8. De este modo vemos que “16 yemas para 8 perso-
nas” significa 2 yemas por persona. Procediendo de manera anédloga
podemos construir una tabla que muestre la cantidad necesaria de
cada ingrediente para una persona.

Cantidad por persona
Leche Yema | Maizena | Vainilla Sal Azucar
(litros) (cdas) | (cditas) | (cditas) | (tazas)

Constante de
1/4 2 1 1/4 1/16 1/2

proporcionalidad

Dos ejemplos de variaciéon no proporcional

+ Supongamos que Sadl nacié 7 anos antes que Beatriz, y que
llamamos s a la edad de Satl y b a la edad de Beatriz. Entonces
tenemos, por ejemplo, que:

— cuando Sadl tiene s = 12 afos, Beatriz tiene
b=12-7=5afios

— cuando la edad de Beatriz es b = 25 afios, Saul tiene
§=25+7=32anos

Estas relaciones las podemos poner también en forma de tabla,
como la siguiente, donde a los ejemplos de arriba hemos agregado

otros:

s=edad de Saul 7 8 12 14 19 32 47 87

b=edad de Beatriz 0 1 5 7 12 25 40 80
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Las variables s y b estdn relacionadas. Como sabemos que Saul le
lleva 7 afnos a Beatriz, basta con que sepamos la edad de uno de los
dos para conocer la otra; por ejemplo:

+ si sabemos que Beatriz tiene b=30 anos, sabremos que Saul
tiene s = b + 7 = 37 afios;

+ si sabemos que Satl tiene s = 40 anos, sabremos que Beatriz
tiene b = s— 7 = 33 afos;

+ ademas, si no supiéramos cudntos afios hay entre uno y otro, al
conocer las edades de ambos podriamos saber esa diferencia D.

Podemos expresar la relacion entre estas variables con férmulas:
s=b+D o bien b=s-D

Observa que la relacion entre las variables s y b no involucra una
multiplicacién ni una divisién. Hay una constante en juego: D, la
diferencia de edades, pero esa constante NO es igual a los cocientes
de los valores de ambas variables. Las variables s y b NO varian

proporcionalmente.

* La siguiente tabla muestra las equivalencias entre dos maneras
de medir la temperatura: con grados centigrados o Celsius (°C)
y con grados Fahrenheit (°F).

oC|—-233|-178|-10| 5| 0 | 189 | 36.7 | 37.8 | 100 | 160 | 200

oF | —10 0 14 | 23 | 32 | 66 98 | 100 | 212 | 320 | 392

La relacion entre las dos maneras se puede expresar con cualquiera
de estas dos féormulas:

"F= Z(°C)+32 y ~esth-sz
En estas expresiones hay una multiplicaciéon y una divisién, pero
también hay una suma y una resta, lo que hace que no haya cons-
tante de proporcionalidad.

La relacién entre la temperatura expresada en °F y la expresada

en °C NO es de variacién proporcional.
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5.1.2. Caracteristicas de la variacién directamente

proporcional

Hemos mostrado ejemplos de variaciones en las que hay propor-

cionalidad y de variaciones en las que no la hay, donde podemos

expresar la relacion entre las variables tanto en tablas como con ex-

presiones matematicas. Con ello hemos querido hacer ver que, si

una variacién es proporcional, esto no se debe al hecho de que se

pueda expresar en tablas ni mediante una férmula.

Ahora veremos algunas caracteristicas de las variaciones de propor-

cionalidad, y para ello utilizaremos un ejemplo muy simple, para

poder visualizar algunos conceptos:

+  En un taller de fotocopiado tienen la siguiente tabla:

f: Cantidad
1 2 3 4 5 10 15 20 40 50 100
de fotocopias
m : Monto
0.50 | 1.00 | 1.50 [ 2.00 | 2.50 | 5.00 | 7.50 | 10.00 | 20.00 | 25.00 | 50.00
a cobrar

Valor unitario

Observa que, en cualquier columna de la tabla,

+ Si divides la cantidad de fotocopias entre el monto a cobrar

obtienes una constante, que es fe 2. El significado de esta
m

constante de proporcionalidad es que 2 es la cantidad de

fotocopias por cada peso.

+  Sidivides el monto a cobrar entre la cantidad de fotocopias obtie-

nes una constante, que es 0.50. El significado de esta constante

de proporcionalidad es que 0.50 es el precio de cada fotocopia.

Efectivamente, observa en la tabla que 2 es la cantidad de fotoco-

pias que corresponde al monto de $1.00, y que $0.50 es el monto a

cobrar por una cantidad de fotocopias igual a 1.
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A cada una de esas dos constantes de proporcionalidad se las co-
noce también con el nombre de “valor unitario”. En el taller de
nuestro ejemplo,

+ Dan 2 fotocopias por peso: 2f <> $1

+ Cada fotocopia cuesta 50 centavos: $0.50 por fotocopia, o
$0.50 <> fotocopia

Vale la pena resaltar el uso de la palabra “por” en las expresiones
anteriores: no debemos entenderla como una operacién de multi-
plicacién sino como un sinénimo de “por cada’

En general, si x y y varian de manera directamente proporcional,
entonces
15 el valor unitario de y es un valor de x que se obtiene al dividir
x+y; se interpreta como:
— el valor que toma x cuando y vale 1;
— “cudnto de x” por cada y.
1= el valor unitario de x es un valor de y que se obtiene al dividir
y+x; se interpreta como:
* el valor que toma y cuando x vale 1;

— “cudnto de y” por cada x.

Cuando se conocen los valores de una variable, los valores unitarios
pueden servir para encontrar los valores de la otra, de la siguiente

manera:

*+ Si conoces el valor unitario de y, al multiplicarlo por un
valor cualquiera de y obtienes la cantidad x correspon-
diente. En nuestro ejemplo no hablamos de x y y, sino de
fy m. Asi, si sabes que por cada peso obtienes 2 fotoco-
pias, entonces por un monto de m = $12.00 puedes sacar
f=2x12 = 24 fotocopias.

+  Siconoces el valor unitario de x, al multiplicarlo por un valor
cualquiera de x obtienes la cantidad y correspondiente. En

279



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

nuestro ejemplo, si sabes que cada fotocopia cuesta m = $0.50,
entonces 27 fotocopias costardn m = 0.50 x 27 = $13.50

En el ejemplo de las fotocopias uno de los dos valores unitarios se
refiere a la cantidad de fotocopias por $1y el otro valor unitario nos
indica cudnto dinero se paga por cada fotocopia.

Es comuin que en una relacién de proporcionalidad uno de los dos
valores unitarios no tenga sentido. Asi, en el ejemplo de los refres-
cos habiamos hablado de la constante $20 como el precio de cada
refresco. El otro valor unitario, que serfa la cantidad de refresco por
cada $1, no tendria sentido préctico en este caso.

Observa que en los ejemplos de variacién no proporcional (las
edades y la temperatura), no hay constantes que cumplan esos
roles; es decir, no hay valores unitarios.

Propiedades

A continuacidn, se enuncian algunas propiedades de la variacion
proporcional. Acompafiamos cada una con un ejemplo sobre lo
que ocurre en el taller de fotocopiado con el que hemos estado tra-
bajando; ti puedes hacer mds verificaciones con la tabla de la pa-
gina 278.

— Cuando una variable asume el valor 0, el valor de la otra va-
riable también es 0.

* En nuestro ejemplo, es evidente que por $0.00 no van a

dar ninguna fotocopia, y también que por 0 fotocopias

no van a cobrar nada.

— Cuando una variable crece o decrece, la otra variable tam-
bién crece o decrece en la misma proporcion. Esto es, si una se
duplica la otra se duplica; si una se triplica, la otra también
se triplica; a la mitad de una corresponde la mitad de la otra,
a la tercera parte de una corresponde la tercera parte de la
otra, etcétera.
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+ Por ejemplo, si la cantidad de fotocopias se quintuplica de
f=4 a f=20, también se quintuplica el monto de m = $2.00
am=$10.00

+ También se puede usar la tabla para encontrar el monto
a cobrar por 300 fotocopias, porque como 300 es igual a
100 x 3, el monto a cobrar es 100 veces el precio de 3 foto-
copias o sea 100 x 1.50 = $150.00

— A la suma de dos valores de una variable, le corresponde la
suma de los valores correspondientes de la otra.
+ Por ejemplo, el monto a pagar

por 5 fotocopias es igual al mon-

to a pagar por 2 mas el monto a

m | 1.00 | 1.50 | 2.50

pagar por 3 fotocopias. Es decir,
a 2+3=5 fotocopias, le corres-
ponden 1.00 + 1.50 = $2.50

+ También se puede encontrar el monto a cobrar por 47
fotocopias, considerando que 47=40+5+2, asi que el
monto es la suma de los montos correspondientes, o sea
20.00 + 2.50 + 1.00 = $23.50.

— Las dos ultimas propiedades se pueden utilizar simultanea-
mente.

+ Por ejemplo se puede encontrar el monto a cobrar por
543 fotocopias, considerando 543 = 500 + 40 + 3, asi que se
cobra 5 veces lo de 100 fotocopias, mds lo de 40, mas lo
de 3, es decir 5 x 50.00 + 20.00 + 1.50 = $271.50

En las variaciones no proporcionales estas propiedades general-

mente no se cumplen.
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5.1.3. Proporcionalidad inversa

Hay un tipo de relacién proporcional llamada “proporcionalidad
inversa” que es mucho menos frecuente que la proporcionalidad di-
recta. La presentaremos a través de un ejemplo.

+ Supongamos que se va a envasar 2.4 kg de mermelada en
frascos del mismo tamano; llamemos fa la cantidad de fras-
cos y ¢ al contenido, medido en gramos, de cada uno. Por
ejemplo, podemos tener:

f: cantidad de frascos | ¢: contenido de cada frasco
6 400 g
10 240 g

"""""""" 24'W“‘ - - 100 gW“ o

Como conocemos la cantidad de mermelada que estamos enva-
sando (2.4 kg), al conocer cuédntos frascos usamos podremos saber
cudnto le cabe a cada uno, y viceversa, al conocer cudntos gramos
caben en cada frasco podremos saber cudntos frascos usamos. Por
ejemplo:
+ siseusan f= 12 frascos iguales, entonces en cada frasco caben
2400

¢==5- =200 gramos de mermelada;

+ sila mermelada se envasa en frascos de ¢ = 150 gramos, en-
2400

tonces se necesitan f =5 = 16 frascos.
Ademds, si no supiéramos cudnta mermelada se envasa, al conocer
la cantidad de frascos y el contenido de cada uno, sabriamos cudnta

mermelada hay en total. Por ejemplo:

+ sise usan f = 15 frascos y en cada uno caben ¢ = 160 gra-
mos de mermelada, entonces sabremos que se envasaron
M =15 x 160 = 2400 gramos de mermelada
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Observa que en este caso podemos considerar que M, la cantidad
de mermelada, es una constante. Si conocemos dos de los nimeros
¢ gy M, siempre podemos encontrar el tercero, de una de estas

maneras:

-M bi -M bi M =
f_c ., obien c Ik o bien fxec
Habrds notado que ahora la constante es igual a la cantidad
de frascos multiplicada por el contenido de cada frasco. Es decir,

M-=fxc.

Este es un caso en el que hay una proporcionalidad inversa entre
dos variables, la cantidad de frascos y el contenido de cada uno.
También decimos que hay una variaciéon inversamente proporcio-
nal. Al nimero M lo llamamos, como en el caso de la proporciona-
lidad directa, constante de proporcionalidad.

Observemos las similitudes y diferencias que hay con respecto a
la relaciéon de proporcionalidad directa que habiamos encontrado
entre el precio P de los refrescos, la cantidad r de refrescos consu-
midos y la cantidad de dinero d pagada por ellos. En aquel caso
habfamos encontrado estas expresiones:

d=Pxr, o bien r:;_l), o bien p:ﬁl

-
y ahora tenemos, con los frascos de mermelada, estas expresiones:

f:M, o bien c=j(VI, o bien M=fxc
c

Las grandes diferencias entre la variacién directamente proporcio-
nal y la variacién inversamente proporcional son las siguientes:

— Cuando dos variables tienen una variacién directamente

proporcional, mientras mayor sea una de las dos cantidades,

mayor es la otra. En la variacién inversamente proporcional

mientras mayor sea una de las dos cantidades, menor es la otra.

* En el ejemplo de los refrescos, a mads refrescos consumi-
dos, mds dinero gastado (o viceversa: a mds dinero gas-
tado, mds refrescos consumidos).
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+ En el ejemplo de la mermelada, a mayor contenido de
los frascos, menos frascos utilizados (o viceversa: a mayor
cantidad de frascos, menor contenido de cada uno).

Cuando dos variables tienen una variacién directamente

proporcional, si una cantidad se duplica, triplica, se reduce
a la mitad, etc., la otra también se duplica, triplica, se re-
duce a la mitad, etc. En la variacién inversamente propor-

cional, cuando una cantidad se duplica la otra se reduce a
la mitad, cuando una se reduce a la tercera parte la otra se
triplica, etc.

+ En el ejemplo de los refrescos, por el triple de refrescos se
paga el triple; por la mitad de dinero gastado se compra
la mitad de refrescos.

+ En el ejemplo de la mermelada, si se usa el doble de fras-
cos, en cada uno se envasa la mitad de mermelada, si se
envasa el triple en cada frasco se usa la tercera parte de
los frascos.

En la variacién directamente proporcional la constante de

proporcionalidad es el cociente de los valores de las dos va-
riables, y segin como se calcule se trata de uno u otro de los

valores unitarios, mientras que en la variacién inversamente

proporcional la constante de proporcionalidad es el produc-

to de los valores de las dos variables; no se habla en este caso

de valor unitario.

+ Enelejemplo de los refrescos el valor unitario con sentido
préctico es la constante P: es el precio de cada refresco.

+ En el ejemplo de la mermelada, la constante M es el pro-
ducto de la cantidad de frascos y el contenido de cada
uno, y siempre da 2400 g.

Como dijimos anteriormente, en general, salvo que se indique ex-

plicitamente que se estd hablando de “proporcionalidad inversa”, el

término “proporcionalidad” se refiere a proporcionalidad directa, y
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si se dice que dos cantidades varfan “proporcionalmente’, lo que se

quiere decir es que varian de manera directamente proporcional.

Un dltimo comentario: frecuentemente las relaciones de propor-
cionalidad inversa s6lo son validas en determinado intervalo de va-
lores. Veamos el siguiente ejemplo, que suele utilizarse en libros de
texto que abordan este tema:

+ Se considera la relacion entre la cantidad de albaiiiles que in-

tervienen en la construcciéon de un muro y el tiempo que

les lleva:
Albaniles | 1 2 4 5 10 20
Dias 20 10 5 ? ? ?

Podria pensarse que 5 albaniles se tardan 2 dias, pero, aunque
segun la proporcionalidad inversa 20 albaniles se tardarfan
1 dia en construir el muro, lo mas probable es que tantas
personas no se puedan coordinar y se estorben mutuamente,
por lo que tal vez tardarian mas de 1 dia. Si se siguiera al ex-
tremo este ejercicio, se tendria que 9,600 albaiiles construi-

rian ese muro en un minuto.

5.1.4. Otros significados de “proporciéon”

Ademds de los significados que tienen en la vida cotidiana el tér-
mino “proporcién”y otros relacionados con él, dentro del &mbito
de las matemadticas esta palabra tam-
bién puede tener diversos significados.
De entre ellos, destacamos que se puede
manejar por ejemplo que dos figuras son
proporcionales cuando tienen la misma

forma, como las dos de la derecha.
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Otro sentido muy frecuente es que se llame proporcién a una
fraccion respecto a un todo. Por ejemplo, si de un grupo de 5000
aspirantes a entrar a una universidad hay 2137 que pasan el exa-
men de admision, se puede decir que los que ingresan estin en
proporcién de 2137

5000

Otro sentido mas de la palabra es cuando se entiende la pro-
porcién como equivalencia de razones. Recuerda que una razén
es una forma de relacién ente dos cantidades. Por ejemplo, si en
una escuela hay 800 alumnos, de los cuales 500 son hombres y
300 mujeres, se puede decir que en ella los hombres y las mujeres
estdn en razén de 5 : 3, lo que se lee “cinco es a tres” Esto quiere
decir que por cada cinco hombres hay tres mujeres, o bien que
por cada tres mujeres hay cinco hombres. Dos razones pueden ser
equivalentes, en el mismo sentido en que dos fracciones pueden
ser equivalentes. Por ejemplo, es lo mismo 5 : 3 que 10 : 6, porque
si en otra escuela los hombres y las mujeres estin en razén de
“diez es a seis” hay, proporcionalmente, la misma relacion entre
las cantidades de estudiantes de ambos sexos en las dos escuelas.
Esta equivalencia se suele escribir asi: 5 : 3 :: 10 : 6, lo que se lee
“cinco es a tres como diez es a seis”. Entonces, la proporcion es la

equivalencia de esas dos razones.

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

5.01. A continuacién, se presenta una serie de situaciones que
muestran una o varias relaciones entre dos variables. Indica en cada
caso cudles son las variables y si se trata de una variacién directa-
mente proporcional, inversamente proporcional o no proporcio-
nal. Cuando se trate de una variacién directamente proporcional
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o inversamente proporcional, indica cudnto vale la constante de

proporcionalidad.

a)

b)

<)

En la siguiente tabla se presentan los tiempos que emple6 un trencito
eléctrico para recorrer su via a distintas velocidades. La velocidad se

midié en centimetros recorridos por segundo y el tiempo en segundos.

Velocidad 2 3 4 5

Tiempo 300 200 150 120

Se realizan dos pruebas de rendimiento de un automévil, registrando
la cantidad de litros de gasolina que consume de acuerdo con la canti-
dad de kilémetros que recorre. En la primera serie de pruebas, efectua-

da en una pista a velocidad constante y con la misma carga, se obtiene

Gasolina (litros) 2 5.7 8 14 1162 | 20

Kilémetros recorridos| 30 | 855 | 120 | 210 | 243 | 300

En la segunda serie de pruebas, realizada en condiciones de uso comin

en una ciudad grande, se obtiene

Gasolina (litros) 2 6.1 9 148 | 181 | 22.2

Kilémetros recorridos | 30 | 85.5 | 120 | 210 | 243 | 300

Compara las dos situaciones; ;a qué se pueden deber las similitudes y

diferencias observadas?

En cierta ciudad se formaron equipos de trabajadores para arreglar los
baches de distintas calles. La siguiente tabla muestra la cantidad de dias
requeridos para el arreglo de una calle y el nimero de trabajadores que

conformaban el equipo.

Trabajadores 4 9 10 15 20

Dias 16 12 11 10 8
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d) Los siguientes rectangulos son de los con-
siderados cldsicamente como “perfectos”;
todos tienen una forma como el de la figura
de la derecha. En este ejercicio redondea a

una cifra decimal los resultados de los cél-

culos que realices

Largo en cm

4.5

10.0

16.2

45.0

56.6

161.8

Ancho en cm

2.8

6.2

10.0

27.8

35.0

100

5.02. A continuacién, se presenta una serie de situaciones que

muestran una o varias relaciones entre dos variables. Indica en cada

caso cudles son las variables y si se trata de una variacién directa-

mente proporcional, inversamente proporcional o no proporcio-

nal. Cuando se trate de una variacién directamente proporcional

o inversamente proporcional, indica cudnto vale la constante de

proporcionalidad.

a) En el puesto de dofia Lupe, el par de calcetas para nifia cuesta $45. Du-

rante la semana pasada dona Lupe hizo las siguientes ventas:

3 o
= - 5 %0
3
Dia 3 g S 3 el 2| £
g 3 hY) 5 S 2
= = =5 1 = o
Pares 5 3 8 6 4 12 9
Importe 225 135 360 270 180 540 405

b) En la tienda “El Ropero” colocaron un cartel

como el que se muestra a la derecha, y en el

escaparate, donde se exhibia la ropa de nifio,

se mostraba la siguiente tabla de precios:
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1 2 3 6 12
prendaa | prendasa| prendasa| prendasa| prendasa
Pares de calcetas $40 $74 $104 $200 $384
Pares de calcetines|  $30 $58 $84 $160 $300
Camisetas $70 $132 $180 $340 $640
Camisas $300 $570 $800 $1440 $2400
Sudaderas $240 $480 $720 $1440 $2880
Pantalon deportivo| ~ $180 $350 $500 $900 $1700
Pantal6n vaquero | $360 $680 $880 $1600 | $3000

¢) Paraun cultivo de levaduras en el que cada célula se duplica cada 10 mi-

nutos se empieza colocando en el medio de cultivo 13 células. Si m es

el tiempo (medido en minutos) después del inicio del experimento y

c es la cantidad de células que hay en el momento m, la relacién entre

ambas variables se puede expresar en la siguiente tabla.

m: minutos 0

1

5

10

15

20

25

c: células 13

14

18

26

37

52

74

d) Una profesora registré el tiempo que tardaron sus alumnos en resolver

un examen Y la calificacién que obtuvieron en el mismo. Algunos de

los datos aparecen en la siguiente tabla.

Tiempo en minutos

25

40

45

48

65

75

90

Calificacién

8.5

7

9

9.5

10

7.5

e) En Acapulco se renta una casa en la que pueden caber hasta 8 personas.

Dependiendo de la cantidad de huéspedes, cada uno paga lo que se

indica por un fin de semana.

N° de personas| 1

2

$ 4,200

2,100

1,400

1,050

840

700

600

525
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f) Una senora registré el peso (en kg) y talla (en cm) de su bebé desde que

nacid hasta los seis meses.

Peso enkg | 3.159 | 4.158 | 5.057 | 5.864 | 6.588 | 7.236 | 7.815

Talla en cm 50 54 57 60 62 65 67

g) Los siguientes rectdngulos tienen la misma area:

Largo en cm 120 80 60 1800 90 360

Ancho en cm 30 45 60 2 40 10

5.03. Indica si las siguientes relaciones son de proporcionalidad di-
recta o no. En caso de que si lo sean, encuentra un valor unitario

con sentido practico:

a) Elborde de la cascada esta retrocediendo a razén de 2 cm cada 5 afios

b) Siinviertes aqui por veinte afos, tu dinero se duplica cada tres afios

¢) En nuestra compania telefénica te cobramos a peso el minuto de cual-
quier llamada de larga distancia nacional

d) Cada tres dias salgo a caminar 1% kilémetros

e) Mientras mas tarde es, mas me cobra el taxi que tomo para llegar al

trabajo

5.04. Indica si las siguientes relaciones son de proporcionalidad di-
recta 0 no. En caso de que si lo sean, encuentra un valor unitario
con sentido practico:

a) En una canasta, dos de cada ocho guayabas estan verdes

b) Cada vez que me pongo triste, mi marido se enoja

¢) Por cada siete politicos honestos hay veintitn politicos deshonestos

d) Juanito tiene 5 afios y ya mide 1 m de estatura

e) Por cada media hora, el automovil recorrié cuarenta kildmetros

f) Te cobran a $35.00 el paquete de 4 kilos

g) Mientras mds distancia recorres en el taxi, menos te cuesta cada kil6-

metro en promedio
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5.05. Para los siguientes dos estados de la Republica Mexicana, indi-
ca cudl es el valor unitario mds conveniente para expresar la densidad
demografica (relacidn entre superficie y cantidad de habitantes):

a) La Ciudad de México tiene una superficie de 1,486 km?, y en 2010 tuvo
8,851,080 habitantes.

b) El Estado de Baja California Sur tiene una superficie de 73,922 km2, y en
2010 tuvo 637,026 habitantes.

5.06. Indica cudl es el valor unitario mds conveniente para expresar
la velocidad de los siguientes animales:

a) El caracol de jardin recorre 16 cm en 20 segundos

b) El escarabajo australiano recorre 3,000 cm en 12 segundos

5.07. En los siguientes incisos se presentan tablas con informacién
de cantidades que tienen una variacién proporcional directa. Usa
las propiedades que se han visto en esta seccién para encontrar los

valores que faltan.

X 2 3 5 7 8 9 10
a)
1% 4.8 7.2
1 5 10 20 6 16 220
b)
Yy | 14.50
3 0 9 12
c)
% 5 10 50 15

5.08. En los siguientes incisos se presentan tablas con informacién
de cantidades que tienen una variacién proporcional directa. Usa
las propiedades que se han visto en esta seccién para encontrar los
valores que faltan.
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5.1 1 2
a)
Y 24 4.8 0 1 2
x | 363 | 11 1 2
LU 19 1 2
65 | 2 7| 1001
N R T 7 65 | 2
0105 | 1 0
D oa 1 o | 0187 | 0105

5.09. Se tienen 10 kilogramos de puré de jitomate para envasar y
vender. Completa la siguiente tabla que relaciona el contenido de
un frasco con la cantidad de frascos de ese tamafio que se pueden
llenar sin que sobre puré. (Observa que algunos valores de X estdn
expresados en gramos y otros en kilogramos, antes de completar la
tabla debes uniformar las unidades).

X: Contenido | 100g | 200 g 300 g %k 2k

Y: Cantidad 40 20 10

5.10. Cada semana, Karla recorre en automovil la distancia entre su
casa y la de sus padres, en otra ciudad. En varios viajes registra el
tiempo que tarda en llegar y la velocidad promedio, pero llegé su
hermanito y le manché con tinta indeleble su tabla.

X: tiempo en horas 3 4 25

Y: velocidad promedio (km/hr) | 110 80 70

a) Completa la tabla anterior.

b) ;A qué distancia de su casa estd la de sus padres?
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5.2. PROBLEMAS CON PROPORCIONES

En los ejemplos anteriores estuvimos ilustrando las relaciones entre
dos variables con tablas con muchas parejas de valores. Sin embar-
go, dos parejas bastan en esos ejemplos para ver si hay proporcio-
nalidad o no.

r: cantidad | d: dinero numero de | 12
de refrescos | pagado personas: p
4 80 leche' ” 3
8 160 (en litros):
s: edad f: cantidad | ¢ contenido
) 14 | 47
de Saul oC | 36.7 | 100 de frascos | de cada frasco
. ) 6
z. ef;iaci | 7 |40 ||[F| 98 | 212 400 g
€ beatriz 10 240 g

Asi podemos ver que en los dos primeros ejemplos hay proporcio-
nalidad directa porque %— 80 v porque %:%, mientras que en

" 160
los dltimos tres no la hay porque 14 247 porque 287 #1900 y 1o
77 40 98 112
4

que %;e % . Por cierto, podemos ver también que solo en el ulti-

mo de estos ejemplos hay proporcionalidad inversa, porque es el
unico caso con una igualdad del tipo 6x400=10x240.

Es frecuente que al trabajar problemas de proporcionalidad
se consideren solamente dos parejas de datos (cuatro nimeros)
como en los cuadros anteriores. Es lo que haremos en varios
de los ejemplos de esta seccién, donde mostraremos los tres ti-
pos de problemas de proporcionalidad directa mas comunes: los
de valor perdido, los de comparacién de razones y los de reparto
proporcional. A continuacién, se describen los tres tipos y poste-
riormente hablaremos especificamente de cada uno.
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Problemas de valor perdido, también llamados de cuarta
proporcional. En estos problemas se da por sentado que hay
una proporcionalidad (es decir, las dos razones son iguales
o equivalentes), pero se desconoce uno de los cuatro nu-
meros. Por ejemplo: si se sabe que 2 kg de limones cuestan
$80, ;cudnto cuestan 3 kg de limones? Esto se puede expresar
poniendo los tres nimeros conocidos en un cuadro, o bien,

como una equivalencia de fracciones, asi:

kilos costo
1.2 compra 2kg $80 80 2
2.2 compra 3kg ? 2 3

Problemas de comparacion de razones. En estos problemas
se presentan los cuatro nimeros, pero lo que se desea averi-
guar es si hay o no proporcionalidad y, si no la hay, dénde es
mayor la razén. Por ejemplo: si 2 kg de frijoles cuestan $90 y
5 kg de lentejas cuestan $250, ;qué esta mas barato, los frijoles
o las lentejas? Nuevamente podemos expresar el problema en
un cuadro o como fracciones, pero ahora nos preguntamos

cudl de ellas es mayor.

kilos costo
frijoles 2kg $90 90 , 250
lentejas 5kg $250 25

Problemas de reparto proporcional. En estos problemas sa-
bemos en qué proporciones hay que distribuir una cantidad
determinada y nos preguntamos cémo son las cantidades
que corresponden a esas proporciones. Por ejemplo: si Katia,
Gustavo y Yoali cobraron $10,000 por un trabajo para el que
Katia invirtié 27 horas, Gustavo 18 y Yoali 35, ;cudnto debe
cobrar cada uno? Si queremos expresar el problema como
tabla, podemos hacerlo asi:
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Horas Dinero
Katia 27 ?
Gustavo 18 ?
Yoali 35 ?
TOTAL 80 10,000

A continuacién, hablaremos brevemente del tipo de estrategias que se

pueden utilizar para resolver estos problemas.

5.2.1. Problemas de valor perdido

Reconsideremos el ejemplo de arriba:

Si se sabe que 2 kg de limones cuestan $80,
scudnto cuestan 3 kg de limones?

Como dijimos, una manera de plantear la informa-

cion es en un cuadro como el de la derecha. Tam- | » kg $80

bién se podria decir que buscamos una fraccién
equivalente a % que tenga 3 en el denominador, es

decir,

3kg | x=2

80

? . - .
R Para solucionar el problema se pueden utilizar varias

2

estrategias:

Una manera es encontrar el valor unitario que tenga sentido.
Aqui nos podemos preguntar: jcudnto vale el kilogramo de li-
mones? La respuesta es que si 2 kg valen $80, 1 kg vale la mitad,
0 sea 80+2, es decir que el kilo de limén estd a $40. Entonces
3 kilos valen tres veces eso, o sea 40 x 3=$120. Las operaciones que
hemos hecho se pueden escribir asi:
x=80 x3=¢120
2

También se puede ver que, como 3 kg son una vez y media los 2 kg
de la primera compra (porque 3+2=1.5), el dinero que se pagara
por ellos serd también una vez y media los $80 que se pagaron
aquella vez, o sea 1.5x80=$120. Las operaciones que hemos he-

cho se pueden escribir ast:
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w

X= x 80 =$120

2

+  Pero tal vez la estrategia mas conocida es la lla-

mada “regla de tres”. Como lo que queremos 2kg 480

s
calcular es el valor de x, multiplicamos 3 por 80 | 3 kg [x=?

y dividimos entre 2 (el nimero conocido que se
encuentra “esquinado” en diagonal con x). Es decir, las ope-
raciones que hacemos son:
_ 3x80
2
Observa que las operaciones que hicimos en los tres casos son las

=$120

mismas, aunque en distinto orden:

x= 80 y3=3 xg0=3%80 _ g4
2 2 2

Esto es, sea cual sea la estrategia utilizada, llegamos al mismo re-
sultado; efectivamente, 120 es el nimero que nos faltaba para tener
dos fracciones equivalentes: ahora sabemos que 80 - %. Si2kg
de limones cuestan $80, por 3 kg pagaremos $120.

La regla de tres es, entonces, una manera muy practica de ha-
cer los célculos. Tal vez te preguntes: ;como saber en qué lugar del
cuadro debe ir la x? En el cuadro de arriba pusimos los kilos en la
primera columna y los precios en la segunda, y las dos compras en
los renglones, pero podriamos haber invertido los kilos y los pre-
cios o las dos compras:

2 kg _$80 3kg | x=? x=2?|3kg $80, | 2 kg

Y X
3k§/x=? 2kg | $80 $80 | 2 kg x=?|3kg

Y también podriamos haber usado los dos renglones para po-
ner los kilos y los precios, y las dos columnas para poner ambas

compras:

2 kg ‘:’,kg $80y ] x=? x=7?|_$80 Skg‘ 2 kg
’ A A

$80/x=? 2kg |3kg 3kg | 2kg x=7? | $80
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En cualquiera de esos cuadros, los dos nimeros conocidos ($80 y
2 kg) estdn o en el mismo renglén o en la misma columna. Si ob-
servas las flechas, verds que en todos los casos las operaciones que
hacemos equivalen a multiplicar 3 x 80 (o bien, 80 x 3) y a dividir
entre 2. Esto es, mientras sigas una tdctica similar para poner la
informacién conocida y la que deseas conocer, el resultado siempre
serd el mismo.

Lo dnico que debes cuidar es conservar el mismo

criterio para asignar las columnas y los renglones (ob-

serva el cuadro de la derecha, que es incorrecto).

Unos de los problemas de “valor perdido” —o de “cuarta propor-
cional”— mds conocidos son los problemas que tienen que ver con
porcentajes; a ellos esta dedicada la tltima seccion de este capitulo.

Mas ejemplos de regla de tres

La regla de tres es, como hemos visto, una herramienta muy util
para resolver problemas de “valor perdido” o de “cuarta propor-
cional” cuando se sabe que hay una relaciéon de proporcionalidad
directa entre dos variables. Veamos algunos ejemplos mds de apli-
cacion de la regla de tres. Como siempre, te recomendamos que
verifiques los resultados con tu calculadora.

+ En una receta de chiles en nogada se in-

dica que para 12 chiles se requieren 500 g 12 chiles | 500 g

de carne molida. ;Cudnta carne se nece- :
20 chiles | x= 7

sitard para preparar 20 chiles en nogada?
Podemos hacer un cuadro como el de la
derecha y entonces calculamos

x= 20x500 ’;2500 = 83333 g

(En la préctica, tal vez comprariamos 850 gramos)
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Se pinté un cuarto mezclando
1/4 L verde x=7?

5 litros de pintura verde con 2 li-
5L verde |2 L amarilla

tros de pintura amarilla. Falté un

poco de mezcla y se desea llegar al

mismo color usando 1/4 de litro de pintura verde. ;Cudnta
pintura amarilla se necesita? El cuadro puede quedar como
el de la derecha, y el calculo es:

x=14x2 _ 025X2 _¢ 4 [ de pintura amarilla (100 mL)

Para preparar nixtamal se agregan 7.5 gra-

mos de cal a medio kilo de maiz. ;Cudnta | x=? | 75¢

cal se agrega para preparar nixtamal con | 57 kg |05kg

2.7 kg de maiz? Podemos hablar de gramos

de cal y de kilogramos de maiz, comoenel | ,_, | ;75 g

cuadro de arriba, o de gramos de cal y de
2700 g | 500 g

maiz, como en el cuadro de abajo (lo que

no podriamos hacer es, en el renglén del maiz, poner 2.7 kg
y 500 g: las unidades del maiz deben ser siempre las mismas).
Fl célculo es

_27x75 _2700x7.5

X=705 500

=40.5 gramos de cal

Un automévil se tarda 6:15 horas en recorrer 532 km. ;Cudn-
to tiempo necesitard para recorrer, a la misma velocidad, un
trayecto de 713 km? Antes de plantear el cuadro, conviene
pasar a notacion decimal las 6:15 horas. Ese tiempo equivale,
como vimos en el capitulo 2, a 6 horas

mas 1/4 de hora o sea 6.25 horas. El cua- | 825 hrs | 532km

dro puede quedar como el de la derecha, | x=? | 713km

y al hacer los calculos tenemos

_6.25x713 _
=== 8.38 horas

Recordemos que 8.38 horas son algo menos de 8 horas y me-
dia, porque 0.38 es una fraccion decimal. Conviene regresar

el resultado a horas y minutos, viendo que 0.38 de hora son
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0.38 x 60 = 23 minutos. Es decir, el automovil tardard 8:23

horas.

5.2.2. Problemas de comparacién de razones

Reconsideremos el ejemplo de frijoles y lentejas:
Si 2 kg de frijoles cuestan $90 y 5 kg de lentejas cuestan $250,
;qué legumbre estd mds barata, los frijoles o las lentejas?

Como dijimos, una manera de plantear la informacién es en un

arreglo como el de abajo. También se podria decir que nos pregun-

tamos cudl fraccién es mayor, si 92—0 0250,

5
kilos precio
frijoles
) 2 kg $90 % , 250
lentejas 5kg $250 2 5

Para solucionar el problema se pueden utilizar varias estrategias.
Aqui veremos dos:

+ Una manera es encontrar los valores unitarios que tengan
sentido. En este caso, podemos preguntarnos cudl es el pre-
cio por kilogramo de cada legumbre: el kilo de frijoles
estd a 90 x 2 = $45, mientras que el kilo de lentejas estd a
250 +5 kg = $50. Estdn mas baratos los frijoles que las lentejas.

+ Otra manera es encontrar fracciones equivalentes a cada una
de las fracciones 92—0 y %, pero referidas a la misma canti-
dad. Podriamos ver, por ejemplo, cudnto cuestan 10 kilos de
cada una de las legumbres (tomamos 10 porque es multiplo
comun de 2 y de 5). Asi, 10 kilos de frijoles cuestan 5 veces
lo que cuestan 2 kg, o sea 5 x 90 = $450, mientras que 10 ki-
los de lentejas cuestan el doble de lo que cuestan 5 kg, o sea

2 x 250 = $500. Este argumento, expresado con fracciones
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equivalentes, es asi: para los frijoles, 92—0 = 41500

para las lentejas, % = %. Esas fracciones equivalentes se
90 _ 450 _ 500 _ 250

pueden comparar y ahora tenemos que 5 =0 <o T 2

Con cualquiera de estas expresiones vemos que 10 kilos de

, mientras que

frijoles valen menos que la misma cantidad de lentejas y, por
lo tanto, estdn mads baratos los frijoles que las lentejas.

5.2.3. Problemas de reparto proporcional

Reconsideremos el ejemplo de los tres trabajadores:

Katia, Gustavo y Yoali cobraron $10,000 por un trabajo
para el que Katia invirtié 27 horas, Gustavo 18 y Yoali 35.
;Cudnto debe cobrar cada uno?

Horas Dinero
Katia 27 ?
Gustavo 18 ?
Yoali 35 ?
TOTAL 80 $10,000

Este problema es similar a los de valor perdido, con estas diferencias:

lo que conocemos es el total de horas y el total de dinero (en
la tabla, el tltimo renglén): sabemos que los $10,000 se deben
repartir entre los tres trabajadores, proporcionalmente a la
cantidad de horas que invirti6 cada uno;

no se trata de un solo valor perdido, sino de varios.

Aungque este tipo de problemas se pueden resolver de diversas ma-

neras, aqui lo resolveremos mediante el valor unitario.
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Podemos ver que los $10,000 se pagaron por un total de 80 horas
de trabajo, por lo que cada hora se pagé con % =$125,y por lo

tanto a cada quien se le debe pagar $125 por cada hora trabajada:
— para Katia 27 x 125 = $3375
— para Gustavo 18 x 125 = $2250
— y para Yoali 35 x 125 = $4375
(Nunca sobra verificar que estamos repartiendo la cantidad correc-
ta: efectivamente 3375+2250+4375 = $10000).

Hay otro tipo de problemas de reparto proporcional que se presen-
tan de una manera un poco diferente. Veamos un ejemplo.

En una comunidad en la que hay 16,344 personas, por cada
adulto mayor hay 2 adultos, 4 jévenes y 5 ninos. ;Cudntos nifos,
jovenes, adultos y adultos mayores hay? Si queremos usar una tabla
similar a la anterior, podriamos plantearla asi

cad}:eiecliiﬁlcl) IIii)aryor Sl
Adultos mayores 1 ?
Adultos 2 ?
Jévenes 4 ?
Nifios 5 ?
TOTAL 16344

Sin embargo, nos falta el total de la columna “Relacién...” para po-
der hacer célculos como en el ejemplo anterior. Lo que podemos
pensar es que hay “agrupaciones” formadas por 1 adulto mayor,
2 adultos, 4 jovenes y 5 nifnos; es decir, 12 personas en total. Eso nos
da una tabla como la siguiente:
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Conformacion .
« .. _» | Cantidades
de cada “agrupacién

Adultos mayores 1 ?
Adultos 2 ?
Jévenes 4 ?
Ninos 5 ?
TOTAL 12 16344

Resolvamos el problema con el valor unitario. Encontramos que
16344
12
como cada agrupacion contribuye con:

— 1 adulto mayor, hay 1 x 1362 = 1362 adultos mayores
— 2 adultos, hay 2 x 1362 = 2724 adultos
— 4 j6venes, hay 4 x 1362 = 5448 jovenes, y

en total en la comunidad hay =1632 agrupaciones. Entonces,

— 5 nifios, hay 5 x 1362 = 6810 nifos.

EJERCICIOS

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a los
que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres necesa-
rios para tu proceso de aprendizaje.

5.11. Resuelve las siguientes situaciones.

a) Si para impermeabilizar un techo de 230 m? se utilizaron 26 litros de
impermeabilizante, ;cudnto impermeabilizante se necesita por metro
cuadrado? Si el impermeabilizante se vende en cubetas de 19 litros a
$5000 o en botes de 4 litros a $1500, ;cudnto dinero es lo menos que
habria que gastar en impermeabilizante?

b) El semaforo en el cruce de dos calles da 40 segundos de tiempo a la luz
verde de la calle principal y 25 segundos de tiempo a la luz verde de la
calle secundaria. Si se quiere que en otro cruce se conserve esa misma

razoén de tiempo para el cruce de los vehiculos de ambas calles, pero
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que la luz verde de la calle principal dure 60 segundos, scudnto tiempo
debe durar la luz verde de la calle secundaria?

¢) Dofia Mari prepara cubitos de concentrado de jamaica, que congela.
El domingo preparé agua de jamaica diluyendo 5 cubitos en 2 litros de
agua simple. Ahora le quedan 7 cubitos; jcudnta agua simple les debe

agregar para que le quede el agua con el mismo sabor que el domingo?

5.12 Resuelve las siguientes situaciones.

a) Si el rendimiento de una pintura es de 6 m? por cada litro, ;cudntos
litros se necesitardn para pintar una superficie de 45 m#%?

b) El Sr. Ramirez cobra como vendedor de refrigeradores un salario de
$14,580 pesos mensuales mds una comision fija por cada refrigerador
vendido. El mes de abril vendi6 5 refrigeradores y cobré $20,580. El mes
de mayo vendié 12 refrigeradores, ;cudnto cobré?

¢) Este es un plano del sitio arqueolégico de Teotihuacdn; la escala estd
marcada en la parte inferior derecha. Resuelve las siguientes tres inte-
rrogantes:

+ ;Cudnto mide de largo la “Calzada de los Muertos”, desde la Ciuda-
dela hasta la Pirdmide de la Luna?

+ ;Cudnto mide de lado la base cuadrada de la Pirdmide del Sol?

+ Incluyendo las calles que lo bordean, el Zdcalo de la Ciudad de Mé-
xico tiene un drea de 46,800 m? jes mayor o menor que la base de
la Piramide del Sol?
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Teotihuacan /

. Piramide
.“delaLuna

Eenjunin Auitectinicn
Tepantsia

Carrmeis bies 3
580 b Teotmacin
¥ €d. da Misica

Conpnse Arpitecsinics
Totitla

Fio San Juan

A San Juan Teatihuacin
¥ autopista a Cd. de México,

5.13. Resuelve las siguientes situaciones.

a) Se preparan mezclas de pintura de color anaranjado. En la primera se
mezclan 4 botecitos de color rojo con 6 botecitos de color amarillo,
mientras que en la segunda se mezclan 6 de color rojo con 9 de color
amarillo. ;Cual de las dos mezclas da un anaranjado mas oscuro?

b) Las pantallas de televisién normales, por cada 4 cm de ancho, tienen
3 cm de alto, mientras que las pantallas de alta definicion tienen, por
cada 16 cm de ancho, 9 cm de alto. ;Con cudl de las dos razones las
pantallas son proporcionalmente mas anchas?

¢) Anamari presenta dos exdimenes con preguntas de 5 opciones. En el de

Historia habia 62 preguntas y obtuvo 47 “buenas’”, mientras que en el
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de Biologia tuvo 28 “buenas” y 15 “malas”. ;En qué materia obtuvo la

mejor calificacién?

5.14. Resuelve las siguientes situaciones.

a) El fabricante de gorras “La cachucha” vende el ciento a $3450, y el fa-
bricante de las de marca “El chapulin” vende el medio millar a $18000.
Si se requiere comprar quinientas gorras, ;cudl de los dos fabricantes
las vende a mejor precio?

b) En una colonia en la que todas las cuadras son iguales, Alicia camina
cuatro cuadras en cinco minutos y Beatriz camina diez cuadras en doce
minutos y medio. ;Quién de las dos camina mas rapido, o caminan a
la misma velocidad?

¢) A la primera funcién del circo entraron 3 ninos por cada 2 adultos
y a la segunda funcién entraron 5 nifios por cada 4 adultos. Si a la
primera funcién entraron 120 nifios, ;cudntos adultos entraron? Si
a la segunda funcién entraron en total 900 personas, scudntos nifnosy
cuantos adultos habia? ;A cudl de las dos funciones entraron propor-

cionalmente més nifos?

5.15. Resuelve las siguientes situaciones.

a) Para comprar un terreno, Carmen puso $69,000, Mireya puso $156,000
y Rosalinda puso $123,000. Anos después, lo vendieron en $600,000.
;Cuanto le debe tocar a cada una para respetar la proporcién inicial?

b) Para hacer un dibujo tejido se usan 3 bolas de hilo verde por cada 2 bo-
las de hilo azul y 4 bolas de hilo lila. Un mantel con ese tejido lleva

22 bolas de hilo; ;cudnto se usa de cada color?

5.16. Resuelve las siguientes situaciones.

a) En el testamento del Sr. Gémez se estipula que por cada moneda de
plata que le deja a su hijo Luis, le deja 5 a Pedro, 3 a Josefa y 2 a Yessica.
En total dej6 220 monedas de plata; ;cudntas le tocaron a cada quien?

b) Se preparé acero inoxidable con una aleacion de los siguientes metales:
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Hierro (691 kg), Carbono (800 g), Manganeso (20 kg), Fosforo (400 g),
Azufre (300 g), Silicio (7.5 kg), Cromo (190 kg) y Niquel (100 kg). Des-
pués se desea preparar 800 kg de la misma aleacion de acero inoxidable.
;Cudnto debe usarse de cada metal?

¢) Lucia hizo un collar utilizando 20 cuentas de plata de 5 mm cada una,
12 cuentas de vidrio de 9 mm cada una, 16 cuentas de cuarzo de 8 mm
cada unay 8 cuentas de jade de 13 mm cada una. El mayorista al que se
lo llevé le encargé 100 collares con el mismo disefio del de la muestra
pero que midieran 55 cm cada uno. ;Cuédntas cuentas de cada tipo debe

comprar Lucfa para poder surtir el pedido?
5.3. PORCENTAJES
5.3.1. ;Qué son los porcentajes?
Los porcentajes son una clase particular de relaciones de propor-
cionalidad directa, en los que la constante de proporcionalidad estd

expresada con respecto a 100.

Veamos un ejemplo. Suponga-
jemp bons Oficina 1l Oficina 2

mos que queremos comparar .o 5 17
el nivel educativo (licenciatura g, pillerato 5 8
o bachillerato) del personal de  TOTAL 20 25

dos oficinas. En la primera tra-
bajan 20 personas, de las cuales 15 tienen una licenciatura y en la se-
gunda trabajan 25 personas, 17 de las cuales tienen una licenciatura.

+ Podemos ver este problema como uno de comparacién de
razones, es decir, plantearlo por ejemplo con esta pregun-
ta: ;en cudl oficina hay proporcionalmente mds licenciados,
en una en la que por cada 5 bachilleres hay 15 licenciados, o en
una en la que por cada 8 bachilleres hay 17 licenciados?
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+ También lo podemos ver como uno de comparacién de
fracciones, es decir preguntarnos, por ejemplo, jen cudl ofi-

cina hay proporcionalmente mas licenciados, en una en la

que 12 de los empleados tienen la licenciatura, o en una en

20
la que % de los empleados la tienen?

Como vimos anteriormente, una de las maneras de comparar dos
fracciones es encontrarle, a cada una, una fracciéon equivalente de
tal forma que las dos nuevas tengan el mismo denominador. Vamos
a usar como ese denominador comun el nimero 100; es decir, bus-

camos los dos nimeros que nos dan estas fracciones equivalentes:
5. 2 7o 2

20 100 25 100
Y una manera de encontrarlas es usando una regla de tres para

Para la primera oficina y para la segunda

cada uno:
: : 15 x 100 17 x 100
=== = 2= —- ~=
Parala primera oficina 2o Yparalasegunda T
Entonces ya tenemos las fracciones equivalentes con el mismo
denominador: para la primera oficina ;—g = % y para la segun-
da ;—g = % .Y ya podemos comparar las dos fracciones:
1_5 = E > ﬂ: 1_7
20 100 100 5

Nuestro problema se ha . . . .
p Equivalencia ~ Equivalencia

convertido en el siguien- dela dela
te: sen qué oficina hay Oficina 1 Oficina 2
. p i i 75 68
proporcionalmente més Licenciatura
ersonas con licenciatu- Bachillerato 25 52
P TOTAL 100 100

ra, donde hay 75 de cada
100, o donde hay 68 de cada 100? Y la respuesta es ahora evidente: en
la primera oficina. (Observa que las cantidades de trabajadores con
bachillerato se obtienen restando a 100 los que tienen licenciatura).

Las razones referidas a la cantidad de 100 reciben el nombre de por-
centajes, y usualmente se escriben con el simbolo %, que indica que
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se estd hablando de tantos por cien o de tantos por ciento. Tenemos,

entonces, dos maneras de expresar estas dos relaciones:

+ Enla primera oficina las personas con licenciatura son 15 de
cada 20 empleados; otra manera es decir que son 75 de cada
100, 0, lo que es lo mismo, que son 75% (75 por ciento, o 75
de cada cien).

+ Enla segunda oficina las personas con licenciatura son 17 de
cada 25; también se puede decir que son 68 de cada 100, o, lo
que es lo mismo, que son 68% (68 por ciento, o 68 de cada
cien).

Asi, el simbolo % denota que se estd hablando de una razén re-
ferida a la cantidad de 100 o de una fraccién con denominador 100.
Otras razones equivalentes a “15 de cada 20” son “3 de cada 4”, 0 “30
de cada 40 etc., pero el inico porcentaje equivalente a “15 de cada
20” es 75%; de la misma manera en que otras fracciones equivalen-

tesa ;—g pueden ser % ,0 % , etc., pero la tnica con denominador
100 es /2,
100

75 =
100
taje 75% como 0.75. Si dividimos la cantidad de trabajadores con

Ya sabemos que 0.75, por lo que podemos expresar el porcen-

licenciatura de la primera oficina (15) entre los 20 que hay en total,
también obtenemos ese ndmero: 15 + 20 = 0.75.

Entonces, en el caso de la oficina 1 tenemos las siguientes expre-
siones, que son equivalentes:

+ 15 de 20 trabajadores tienen licenciatura

+ Tres cuartas partes de los trabajadores tienen licenciatura

+  75% de los trabajadores tienen licenciatura

+ La proporcién de trabajadores con licenciatura es 0.75
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Hemos dicho que un porcentaje es una razén referida a 100. Pero
también habiamos dicho que uno de los posibles significados de
una razén es como fraccién. Y ademds habiamos dicho que una
fraccion puede tener el significado de un ndmero, de un operador,
de un cociente o de una razén.

;Como quedan, entonces, estos significados en los porcentajes?
En nuestro ejemplo, el 75% de los trabajadores con licenciatura de
la oficina 1 se puede interpretar como:

* una razén: 75% quiere decir que 75 de cada 100 trabajado-
res tienen licenciatura, y esa razén es equivalente a decir
que 15 de cada 20 trabajadores tienen licenciatura.

* un operador: cuando decimos que 75% de 20 trabajadores
tienen licenciatura, podemos encontrar cudntos son esos

trabajadores con esta operacion: % x 20 , que es lo mismo
75x20 _
ue == =15,
9 100

* una constante de proporcionalidad: cuando hablamos de
75% podemos hablar de conjuntos distintos en los que hay
la misma proporcién. Por ejemplo, si en la oficina 3 sabe-
mos que 75% de los 432 empleados tiene licenciatura, ahora

o 75x432 _
75% son 100 324

* un cociente: 75% =15+ 20 =0.75

* un niimero fraccionario, ya sea un niimero decimal:

op = 19 _
75% 100 0.75
. . opo, 15 - 75 _ 3
...0 unafracczon. 75% 20 100 4

Cuando en el Capitulo 1 vimos los diversos sentidos que puede
tener una fraccién, dijimos que el uso queda determinado por el
contexto. Lo mismo ocurre con los porcentajes. Asi, al hablar de
un porcentaje de una cantidad, lo estamos considerando como un
operador; o al decir que 15 de cada 20 es 75%, lo estamos conside-

rando como una razon.
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Algunas observaciones sobre los porcentajes

Antes de ver como se resuelven las distintas operaciones que im-

plican porcentajes, terminaremos este apartado haciendo algunas

precisiones que pueden serte ttiles.

310

Algunas calculadoras tienen una tecla para calcular porcen-
tajes, que aparece como €. Nosotras no nos estamos refi-
riendo a esa tecla por dos razones: no todas las calculadoras
cientificas la tienen, y el uso de la tecla depende del modelo
especifico de calculadora. Si tu calculadora tiene la tecla (% }
te recomendamos que leas con cuidado el instructivo y que
procures seguir los calculos del siguiente apartado utilizdn-
dola, para que adquieras confianza en su uso.

Como vimos, una manera de interpretar un porcentaje como
25% es “25 de cada cien”. La manera de interpretar esto pue-
de variar ligeramente segun el contexto. Por ejemplo, si en
una tienda hay un descuento de 25%, quiere decir que cada
vez que se gastan $100 hay un descuento de $25, o cada vez
que se gastan $20 hay un descuento de $5. Sin embargo, si se
dice que 25% de las personas adultas de una regién tiene una
licenciatura, eso no significa que si se formaran grupos de
100 adultos, en cada grupo habra necesariamente 25 perso-
nas con esa escolaridad, ni mucho menos que si se formaran
grupos de 20 adultos necesariamente habra en cada uno 5 li-
cenciados, sino que en general, a la larga, aproximadamente
la cuarta parte de toda la poblacion de adultos de esa region

tiene una licenciatura.

Los porcentajes no necesariamente son numeros enteros. Por
ejemplo, 31 de cada 57 son 54.3859649... %. Claro, podemos
redondear este nimero a que no tenga ninguna cifra deci-
mal (54%), 0 a que tenga una (54.4%) o dos cifras decimales
(54.39%), y asi sucesivamente.
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La cantidad de decimales que se utilizan para expresar un re-
sultado depende del problema. Los porcentajes en general se
expresan como ndimeros enteros, o cuando mucho con una
cifra decimal, a menos de que sean muy pequenos.

La interpretacion de cada porcentaje depende del contexto.
Consideremos, por ejemplo, el porcentaje 9.8% usado en es-
tas dos frases: “este acero inoxidable tiene 9.8% de niquel”; y
“9.8% de las mujeres adultas mide mds de 1.68 m”. En el pri-
mer caso, 9.8% de niquel significa que en 100 kg de acero hay
9.8 kg de niquel, es decir, 9 kilogramos y 800 gramos. Se po-
dria pensar que como no se puede hablar de 9.8 de persona,
la segunda frase no tiene sentido; sin embargo, la afirmacién
es correcta y se refiere a que a la larga, en grupos grandes, 9.8%
de las adultas son mads altas que 1.68 m; por ejemplo, si en
una region hay 1 millén de mujeres adultas, se puede esperar
que aproximadamente 98,000 midan mds de 1.68 m.

Cuando los porcentajes son muy pequenos, es comdn que no
se hable de tantos por cien sino de tantos por mil. Por ejem-
plo, en México el porcentaje de nifios que mueren antes de
cumplir el afio de edad es de 1.73%, es decir, 1.73 de cada 100
nifnos. Este nimero también se puede expresar como 17.3 de
cada 1,000 nifios. Para eso se usa el simbolo %.. Asi, la morta-
lidad infantil en México es de 17.3%., lo que se lee “17.3 por
millar” 0 “17.3 de cada mil”. Incluso se llega a usar también el
simbolo %o para referirse a “tantos por diez mil”. Por ejem-
plo, los nifios que nacen con sindrome de Down son 12.5%oo
(12.5 de cada diez mil).

Para hablar de porcentajes o de tantos por mil o por diez mil

[

es frecuente que se usen las palabras “tasa” e “indice”* Asi,

* Observa la homonimia de la palabra “indice”: un indice puede ser un dedo, un
listado de capitulos o de temas en un libro segin diferentes criterios, una razon,
un porcentaje... y un “subindice” es un nimero utilizado para etiquetar. También
observa que “tasa” no es la misma palabra que “taza”.
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se puede decir que en las principales ciudades mexicanas la
tasa de subempleo es de 29.2%, que un banco otorga créditos
a la tasa de 9.7% anual, o que la tasa de mortalidad infantil
es de 17.3%o. Algunas veces tasa e indice se consideran como
sinénimos, mientras que en algunos contextos los usos pue-
den ser mas especificos; por ejemplo, una tasa puede ser la
razén de una parte de la poblacién con respecto a la pobla-
cidn total, o la razén entre dos variables diferentes; mientras
que un indice puede usarse para comparar las mediciones de
un mismo aspecto en dos periodos de tiempo determinados,
como el indice nacional de precios al consumidor.

Los porcentajes no necesariamente son nimeros menores
que 100. Por ejemplo, si este afio ingresaron a una universidad
el triple de los que ingresaron el ano pasado, podemos decir
que ingresé un porcentaje de 300% de los del afo pasado (300
de cada 100), o que el ingreso aumenté en 200% (200 mas por
cada 100).

Los porcentajes no tienen unidades. Sin embargo, en la pren-
sa es frecuente que se hable de “puntos porcentuales”; un
punto porcentual es lo mismo que 1%. Por ejemplo, he aqui
una noticia que todos quisiéramos ver: “la delincuencia dis-

minuyd en 12 puntos porcentuales”.

Siempre es conve-

niente preguntarnos Hombres | Mujeres | TOTAL
“;a qué se refiere | § |Cafeteria| 20 12 32
9
0/.2” . z k=]
100%?”; es decir, jcudl | 5 5 o 10 38 48
. Q
es la cantidad que se | £
2 | TOTAL 30 50 80

estd equiparando con
100%? Por ejemplo, se pregunta a los 30 hombres y las 50 mu-
jeres que trabajan en una empresa si prefieren que se invierta
dinero en remodelar la cafeteria o los bafos, y supongamos
que se obtienen los resultados que se muestran en el cuadro.
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Entonces, todas las afirmaciones siguientes son ciertas (jveri-
fica los resultados con tu calculadora!):

— 67% de los hombres prefiere remodelar la cafeteria y 33%
20 % 10>

30 Y 30

— 24% de las mujeres prefiere remodelar la cafeteria y 76% los

bafos @5 y 38)

— 40% de los trabajadores prefiere remodelar la cafeteria y

60% los bafnos (32 y gg)

— 62.5% de los que prefieren remodelar la cafeteria son hom-
20 y >
32

los bafios <

bres y 37.5% son mujeres <

— 20.8% de los que prefieren remodelar los bafios son hombres
10 y 38)
48 ' 48
— 37.5% de los trabajadores son hombres y 62.5% son muje-
50
res (35 ¥ 30

— de los trabajadores, 25% son hombres que prefieren re-

y 79.2% son mujeres (

modelar la cafeteria, 12.5% son hombres que prefieren
los bafios, 15% son mujeres que prefieren remodelar la

cafeteria y 47.5% son mujeres que prefieren los bafios

2 10 12 38)
80, 80, 80 / 80/

Observa que los porcentajes distintos corresponden también a
totales diferentes (100% se refiere respectivamente a los hombres,
las mugeres, los trabajadores, los que prefieren remodelar la cafeteria,
los que prefieren remodelar los bafios, etc.). Para sefialar el total es
importante la palabra “de”. Por ejemplo, en la primera de las afir-
maciones anteriores, se dice “67% de los hombres”. También podria
decirse “entre los hombres, 67%...”. El total indica también cuél es el
denominador de las fracciones (en este caso 30 hombres).
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5.3.2. Problemas con porcentajes

Muchos de los problemas de porcentajes se pueden ver como pro-
blemas de proporcionalidad del tipo de “valor perdido” que vimos
en la seccién anterior.

Como hemos dicho, en un problema de valor per- » C

100 | T

dido hay una relacién entre cuatro nimeros, y ahora

sabemos que uno de los cuatro es el nimero 100. En-

tonces en una situacion tipica de porcentajes hay, ademds de 100,
tres niimeros, que podemos representar con estas letras: ¢, py 7. En
general diremos que

una cantidad ¢ esun porcentaje p deuntotal T.

Asi, en el ejemplo de las dos oficinas, tenfamos en Py s
= C =

la primera 20 trabajadores, de los cuales 15 tenfan 100 17220

la licenciatura. Es decir, 15 es el 75% de 20. Con esos

numeros tenemos la equivalencia de fracciones

I5 - 15
100 20
En general tendremos la siguiente equivalencia de fracciones:
P =c
100 T

Comunmente se conocen, ademds del nimero 100, dos de los nu-
meros p, ¢ o T'y se busca conocer el cuarto nimero que completa
la equivalencia.

Aunque no es la tnica manera de resolver los problemas de por-
centajes, aqui usaremos la regla de tres, que es una herramienta ttil
en todos los casos.

Este apartado consta de tres pardgrafos. En el primero veremos
los tres tipos mas importantes de problemas de porcentajes, que
hemos llamado “simples” porque en ellos solamente hay una re-
gla de tres con tres cantidades conocidas y una desconocida. En
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el segundo parédgrafo presentamos problemas de cambio porcen-
tual, en los que ademds de la regla de tres, es necesario realizar
otras operaciones. El tltimo consiste en una serie de observacio-
nes que te pueden resultar de utilidad al resolver problemas de
porcentajes.

Problemas simples
Los problemas simples de porcentajes caen en una de las siguientes
categorias para la regla de tres (que hemos denominado I, II y III):

I) Queremos encontrar qué porcentaje €S una can-
p=? ﬂC
10| T

tidad dada ¢ de un total T conocido. Conocemos

cy T (marcados con letras negritas en el esque-

ma) y buscamos p.

II) Queremos encontrar cudnto es un porcentaje p

dado de un total T conocido. Conocemos py T Py =
(marcados con letras negritas en el esquema) y 100 1T
buscamos c.

IIT) Queremos encontrar cudl es el total T del que
una cantidad ¢ dada es un porcentaje p conocido. P xc¢
Conocemos p y ¢ (marcados con letras negritas | 1°0 | T=?

en el esquema) y buscamos T.

A continuacién, se muestran ejemplos de cada una de las tres situa-
ciones. Como siempre, te proponemos que verifiques los cdlculos
en tu calculadora.

Problemas de tipo I:
conocemos c y T; squé porcentaje es ¢ de T?

*  Queremos saber qué porcentaje es 21 de 43. Podemos ex-

? .
-2 o como se ilustra en el

resar el problema com =
presar el problema co 0 555° 13

315



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

cuadro de la derecha. La operacién es enton- PL
100 x 21
43

ces ?= y su solucion es 48.8%. Es decir, [ /¥

43

48.8% de 43 es 21.

En una tienda, 247 personas solicitaron crédito el mes de no-
viembre y 532 lo hicieron en diciembre. ;Qué porcentaje de las

solicitudes de noviembre son las de diciembre? Podemos ex-
resar el problema como —2—= 232 o como se
p P 100 247 > 532

ilustra en el cuadro de la derecha. La operaciéon

100 7| 247

es entonces ? = 1002# ysu solucién es 215%*.

Es decir, 215% de 247 es 532; las solicitudes de crédito de di-
ciembre son 215% de las de noviembre.

Si con las obras en una ciudad una persona se tarda en llegar a
su trabajo 12 minutos mds de los 45 que se tardaba previamen-
te, jen qué porcentaje aumento su tiempo de traslado? La ope-

racién es ? = 122% y su solucién es 26.666...,

. 2 12
es decir, 27%. La persona se tarda en llegar a su A

100‘ 45

trabajo 27% mas de lo que hacia antes de las

obras.

sEn qué porcentaje disminuyé un producto en una venta de re-

baja si antes valia $26.30 y le rebajaron $5.807

. » 2 | 580
La operacién es 7= 100x580 y gy solucion es
26.30 100 7| 26.30
22%. La disminucién de precio fue de 22%. :

* Aqui estamos expresando el resultado sin cifras decimales. Como dijimos ante-
riormente, la cantidad de decimales que se utilizan para expresar un resultado
depende del problema.
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Problemas de tipo 1I:
conocemos el porcentaje y T; sde qué cantidad se trata?

Queremos saber cudnto es 5.6% de 62. Podemos expresar el

roblema como 28 = 2 o como se ilustra en el
P 100 62 5'6\ ?

cuadro de la derecha. La operacién es entonces ™
- 5.6x62 100 762
' 100

y su solucién es 3.47. Es decir, 5.6%
de 62 es 3.47

Para hacer un uniforme, se indica que la falda debe ser ver-
de pero que 11% junto al borde debe llevar una aplicacién de
tela de color azul. Si una falda va a medir 0.71 m de largo,
scudnto debe ir cubierto con la tela azul? Podemos expresar el

problema como - = _?_ 0 como se ilustra en el
100 0.71 1 >
cuadro de la derecha. La operacién es entonces X \'
100 | 0.71
y su solucién es 0.078. Es decir, 11%

o 11x0.71
T 100

de 0.71 es 0.078; en la falda la aplicacion de tela azul debe
medir 0.078 m, 0 sea 7.8 cm.

Si un médico le indica a una embarazada que cuando mucho
debe subir 18% de lo que pesaba antes del embarazo, y ella pe-

saba 56 kg, scudnto puede subir como mdximo? La

18x56 v su solucién es 10. Du-
100 100 |56
rante su embarazo la mujer puede subir 10 kg.

1 ?

operacion es ? =

Si la nueva carretera es 15% mds corta que la anterior, que

mide 254 km, ;cudnto mds corta es? La operacion
15 x 254 ow
100

es ?= y su solucién es 38. La nueva ca-

X
100 | 254

rretera es 38 km mds corta que la anterior.

Problemas de tipo I11:
conocemos c y p; scudnto es el total?

Se sabe que 5.2 es 32% de cierto niimero, y queremos saber qué

niimero es ese. Podemos expresar el problema como 32 = 5:2

100 2
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o como se ilustra en el cuadro de la derecha. La 32 |52
100 x 5.2
32

operacion es entonces ? =
es 16. Es decir, 5.2 es 32% de 16.

- =
ysusolucién | .3 ,

*  En 2012 se anuncié que la produccion tequilera, que fue de 316
millones de litros, fue 124% de la de 2011. ;De cudnto fue la
produccion de 20112 Podemos expresar el problema como

124 _ 316 ;
m = T O COmo s€ llustra €n el Cuadro de la 124 16
s 4 100 x 316
=22
derecha. La operacion €s entonces ° 124 10 ?

y su solucién es 255. Es decir, 316 es 124% de

255; la produccién tequilera de 2011 fue de 255 millones de
litros.

*  En una fdbrica de adornos navidefios contrataron para la pro-
duccién del afio a 11 trabajadores mds, y esos trabajadores

eventuales representan aproximadamente 34% 34 |11

#
100 | 2

de la planta de trabajadores regulares. ;Cudntos

trabajadores regulares trabajan en la fdbrica? La

100 x 11
34

operacion es ? = y su solucién es 32. En la fabrica hay

32 trabajadores regulares.

*  En una tienda anuncian un descuento de 17% en abrigos. Si
por un abrigo descontaron $238, jcudnto costaba originalmente

el abrigo? Podemos expresar el problema como 7 [ o8
17 _ 238 ;

L = 238 9 como se ilustra en el cuadro de la

100 2 1| o
derecha. La operacién es entonces ? = M

y su solucién es 1400. Es decir, 238 es 17% de 1400; el abrigo

costaba originalmente $1,400.

Problemas de cambio porcentual
Entre los problemas de porcentajes, hay algunos en los que ademads
de la regla de tres es necesario realizar otras operaciones:
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o bien antes de la regla de tres, para recabar toda la informa-

cién necesaria para realizarla;

o bien, después de la regla de tres, para completar los cdlculos

necesarios hasta llegar al resultado deseado.

Por ejemplo, si compramos un objeto cuyo precio es $50 y tiene

16% de IVA, para conocer el monto a pagar tene-

mos que calcular lo que corresponde al IVA, que es

16% de 50, y sumarlo al valor del objeto comprado.

Tenemos entonces que 16% de 50 son $8, y el total a

pagar son 50 + 8 = $58.

p=16

c=8

T =50

58

Esta situacién es similar a la de los problemas anteriores, pero

en este caso tuvimos que calcular ¢ para poder llegar al resultado
deseado: T +c.

Veamos otros ejemplos que implican operaciones aritméticas antes

de aplicar la regla de tres, o después de haberla aplicado.

sQué porcentaje aumenté una escuadra si antes valia $15.80 y

ahora vale $19.90¢ Para poder aplicar la regla de tres debemos

conocer ¢, y por la informacién que tenemos
sabemos que ¢ = 19.90 — 15.80 = $4.10. Pode-

mos ahora calcular ;qué porcentaje es $4.10

100 x4.10
15.80

Las dos operaciones se pueden realizar en un

solo paso: p- 100x(1$59g0—15.80)

aumento en el precio de la escuadra fue de
25.9%.

de $15.80¢ La respuesta es p = =259 .

=259 . Fl

sQué porcentaje de su peso bajé una persona si antes

102 kg y ahora pesa 64 kg? Inicialmente debe-
mos averiguar ¢; para ello debemos contestar
la pregunta ;cudntos kilos baj6? La respuesta
es ¢ =102 - 64 = 38 kg. Conociendo ¢, podemos

p=?| s
100 | 15.80
19.90
p=7? 4.10
10 15.80
19.95
pesaba

p=?| s
100 | 102

64
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dar respuesta a la pregunta ;qué porcentaje es 38

100 x 38 _
o =937
Las dos operaciones se pueden realizar en una

sola: p = Mfoozz—‘s“) =37. La persona perdid
37% de su peso.

kg de 102 kg? La respuesta es p =

p: ? 38
10 102
64

Una variante del problema anterior, con los mismos ntime-

ros, pero conociendo otros datos: ;Qué porcen-
taje de su peso bajo una persona si ahora pesa
64 kg y bajé 38 kg? Ahora no conocemos el
peso original y es lo primero que averiguamos:
T =64 +38 =102. Para conocer qué porcentaje es
38 kg de 102 kg, calculamos p = 10(1)0—"238 =37 .
Las dos etapas se pueden realizar en una sola:

= 100x38 _ 37 Ta persona perdi6 37% de su

P=6a+38)
peso.

64
p:? 38
10 102
64

Si una pista es 12% mads larga que otra que mide 200 m, ;cudl

es su longitud (1)? Primero nos preguntamos de cudnto es la

diferencia entre las dos pistas, y obtenemos,

12 x 200
100

Es decir, 24 m es lo que hay que sumarle a

mediante una regla de tres, ¢ = =24 m.

200 m para obtener lo que mide la pista lar-
ga: | = 200 + 24 = 224 m. Las dos operacio-
nes se pueden hacer juntas en un solo paso:

[ =200 + % =224 ., La solucién al proble-

ma es que la pista larga mide 224 m.

12| se?
100 | 200
I=2
12 24
100 | 200
I=2

Si una persona se tarda en llegar a su trabajo por una ruta

nueva 31% menos de la hora y cuarto que hacia por la ruta vie-

ja, scudnto tiempo (t) se tarda? Como siempre que lidiamos

con horas y minutos conviene pasar a unida-
des mds manejables, aqui podriamos traducir
la hora y cuarto a 60 + 15 = 75 minutos. Ahora
nos preguntamos cudnto tiempo se ahorra y

31

5c?

100

75

t=7?
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31x75
100
lo que podemos calcular que por la rutanueva | 199 | 75

encontramos que es ¢ = =23 min,por | 31 | 23

se tarda t = 75 — 23 = 52 min. Las dos opera- e p

ciones se pueden hacer juntas en un solo paso:
1=75- % =52 . La solucién al problema es que la per-
sona se tarda 52 min por la ruta nueva.

« A un empleado le informaron que 4.5% de aumento de sa-
lario significa que su cheque por la quincena serd de $144

mds que el de la quincena anterior. ;De cudnto serd su nue-

va quincena (q)? Empezamos preguntin- | 4.5 | 144
donos cudnto recibia antes del aumento: | 100"| ;77
T= % =3200 y ahora le sumamos =7
el aumento: g = 3200 + 144 = $3344. Las dos

. 45 | 144
operaciones se pueden hacer en una sola:
q=190X144 4 144 = 3344. La solucién al pro- [ 1% | 320
blema es que la nueva quincena serd por $3344. q=?

+ Los 16 trabajadores despedidos de una fdbrica representaban
28% de la planta. ;Cudntos trabajadores (t) quedan? Nos pre-

guntamos de qué cantidad es 16 el 28%; la res-

16;8100 =57, es el nimero 0 -
de trabajadores en la fibrica antes de los des- <

28 16

puesta, que es T =

pidos; a ese nimero hay que restarle 16 para £=7

obtener el ntimero t que buscamos. Es decir, | 55 [ 46

nos preguntamos ahora cudntos trabajadores 100 | 57

quedan; la respuesta a esta segunda pregunta
t=7?

es t = 57-16=41. Las dos operaciones se pueden

hacer juntas en un solo paso: = 16 ;81 9 _ 16 =41. La solu-

cion al problema es que quedan 41 trabajadores.

Los ejemplos que veremos a continuacién difieren de los an-
teriores, puesto que no podemos aplicar directamente la regla
de tres porque nos falta uno de los elementos involucrados, y
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para obtener ese elemento primero debemos obtener un nuevo

porcentaje.

Un comerciante le gana 41% a los productos que revende. Si

vende unos zapatos a $1,269, ;cudnto pagé por ellos al fabri-

cante y cudnto dinero gand con esa venta? En primer lugar,

replantearemos el problema. Sabemos que los
$1,269 que el comerciante cobra por los zapa-
tos son 141% del precio en que él los compra

(porque 100 + 41 = 141). Ahora encontramos
100 x 1269
141
lo tanto la ganancia es ¢ = 1,269-900 = $369. El

precio de compra también lo podiamos en-
100 x 1269 _

m - 900 .
La solucioén al problema es que el comerciante

el precio de compra: T = =900 y por

contrar en un solo paso: T'=

M | =2
100 | T=2

1269
41 | ¢=?
10 900
141 1269

pagod $900 por los zapatos y gané $369 con la venta.

En una tienda en la que ofrecen 25% de descuento sobre el

precio de etiqueta cobraron $360 por una blusa. ;Qué precio

marcaba la etiqueta y de cudnto dinero fue el descuento? Em-

pezamos replanteando el problema. Sabemos
que los $360 que se pagaron son 75% del pre-

cio de etiqueta (porque 100 — 25 = 75). Enton-
100 x 360 _
y también podemos saber que el descuento

ces el precio de etiqueta es T =

es ¢ = 480 — 360 = $120. Podiamos encontrar

el precio de etiqueta en una sola operacién:
_ 100 x 360
(100 — 25)

es que la etiqueta de la blusa decia que costaba

$480, y el descuento fue de $120.

=480 . La solucién al problema

Variantes de los problemas anteriores

25 | ¢=?
100 | T =2

360
25 | ¢=?
10 480
75 60

Haremos ahora comentarios sobre algunos de los problemas resuel-

tos anteriormente: aumento del precio de la escuadra, disminucién

del peso de una persona, aumento de salario y despido en una fabrica.
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En el caso de la escuadra, que antes valia
$15.80 y ahora vale $19.90, encontramos que
el aumento (de $4.10) era 25.9% del precio
original. También podemos ver que el nuevo

precio, $19.90, es 125.9% del precio original.

125.9x 15.80 _
00 - 125.9

Para la persona que bajé de 102 kg a 64 kg, en-

Efectivamente,

contramos que la disminucion (38 kg) era 37%
del peso original. También podemos ver que

el nuevo peso, 64 kg, es 63% del peso original,
10064 _ o
102 :

porque

El empleado cobrard 4.5% de aumento y eso
significard $144 mas que la quincena anterior.
Antes del aumento su quincena era de $3200 y
ahora serd de $3344. También podemos decir

que la nueva quincena serd 104.5% de la ante-
104.5 x 3200 _
10859200 - 3344 ).

rior (observa que
En la fébrica, los 16 trabajadores despedidos
representaban 28% de la planta; encontra-
mos que antes de los despidos habia 57 traba-

jadores, cantidad que disminuyé a 41. También

259 | 4.10
100 | 15.80
125.9 | 19.90
37 38
100 102
63 64
4.5 144
100 | 3200
104.5 | 3344
28 16
100 57
72 41

podemos decir que los trabajadores no despedidos son 72%

de los que habfa antes (observa que ~55~

pretaciones que no son correctas.

T2X57 _ 44,

Algunas observaciones sobre los problemas de porcentajes

Para terminar este capitulo, deseamos resaltar algunas situaciones

en las que los problemas de porcentajes pueden dar lugar a inter-

Siun ntmero es el resultado de aumentarle x% a otro, eso no

significa que al restarle x% al segundo se obtiene el primero.
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— Ejemplo: en una dulceria venden los chocolates en dos

presentaciones: bolsas de $80 y cajas de $120. La diferencia

de $40 se puede ver tomando como referencia las bolsas o
las cajas:

» si tomamos como referencia las bolsas, podemos

decir que las cajas cuestan 50% mds que las bolsas,
120-80_40 _ o

—80 80 50%

» si tomamos como referencia las cajas, podemos

porque

decir que las bolsas cuestan 33% menos que las ca-

120-80 _ 40 _ an
20 120 oo

jas, porque
Observa entonces que al tomar como referencia las bolsas
tenemos que las cajas cuestan 50% mds, pero eso no significa
que las bolsas cuesten 50% menos que las cajas (eso seria $60,
no $80). Andlogamente, al tomar como referencia las cajas,
tenemos que las bolsas cuestan 33% menos, pero eso no sig-

nifica que las cajas cuesten 33% mads que las bolsas.

Cuando se aplican sucesivamente dos 0 mds porcentajes esto
no significa que “se sumen” o “se resten” esos porcentajes.
— Ejemplo: en una tienda po-

nen el anuncio que aparece HALTOMBRASE:
queap EN LA COMPRA DE SU 20% ALFOMBRA
a la derecha, donde sugie- LE HACEMOS
ren que el descuento que 11 50% + 20%
DE DESCUENTO!1!

hacen es de 70%. Supon-

gamos que queremos comprar una alfombra de $1000.
Gracias al primer descuento deberiamos pagar el 50%,
o sea $500, y a esa cantidad le descontamos 20%, por lo
que finalmente pagamos 500 — 20x500 _ g400. Es decir, el

100
descuento final no fue de 70% sino de 60%.

Si se aplican un porcentaje a una cantidad y después otro
porcentaje al resultado, da igual en qué orden se hagan las
dos operaciones.
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— Ejemplo: en una tienda hay 25% de descuento y en una

compra queremos que nos den desglosado el Impuesto al

Valor Agregado (IVA) de 16%; supongamos ademds que

el producto que compramos vale $800 antes de aplicar el

descuento y el IVA. ;Qué nos conviene mds, que apliquen

primero el IVA y luego nos hagan el descuento de 25%,

incluyendo ahi el IVA, o que primero nos hagan 25% de

descuento y luego nos cobren 16% de IVA sobre el precio

rebajado? Veamos:

»

»

Si aplican primero el IVA, tendriamos una cuenta

de 800 + 16;‘% =$928, vy si luego aplican el des-

cuento pagamos en total 928 — 25x928 - g606

100
Si aplican primero el descuento el producto nos

25 x 800
100

tendremos que pagar 600 + 161)(0200 = $696

cuesta 800 — =$600, y si agregamos el IVA

Es decir, a final de cuentas jpagamos lo mismo! Nosotros

pagamos $696, de los cuales $600 van a la tienda y $96

al pago del impuesto.

Las situaciones de aumento o disminucién porcentual pue-

den interpretarse de muchas maneras correctas. El asunto a

cuidar, como siempre que se habla de porcentajes, es cudl es

la cantidad que se toma como 100% para las referencias.

— Ejemplo: una persona ganaba $3200 y ahora gana $5000.

Todas las afirmaciones siguientes son ciertas:

»

»

»

recibié un 56.25% de aumento
(5000 — 3200) x 100 _ o )
((6000=3200)x 100 - 56 5% );
ahora gana 56.25% mds de lo que ganaba antes
(5000 — 3200) x 100 _ o )
(T 56.25% );
ahora gana 156.25% de lo que ganaba antes

(5000 x 100) _ o )
(W 156.25% );
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» antes ganaba 36% menos de lo que gana ahora

(5000 —3200) x 100 _ o/ ).
( 5000 36 /°>’

» antes ganaba 64% de lo que gana ahora

(3200 x 100) _ a0 )
<—5ooo 64%

EJERCICIOS

Los ejercicios de esta seccion son de dos clases: los numerados del
5.17 al 5.34 son ejercicios prdcticos de resolucion de las situacio-
nes presentadas, mientras que los numerados del 5.35 al 5.44 son
problemas referentes a diversos contextos.

Recuerda que los ejercicios con numeracion par son similares a
los que los preceden. Haz solamente aquellos que consideres nece-
sarios para tu proceso de aprendizaje.

5.17. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Qué porcentaje es 5 de 560? ¢) ;Qué porcentaje es 1.5 de 4.5?
b) ;Qué porcentaje es 65 de 327 d) ;Qué porcentaje es 0.4 de 20?

5.18. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Qué porcentaje es 12 de 65? f) ;Qué porcentaje es 350 de 900?
b) ;Qué porcentaje es 175 de 1050¢  g) ;Qué porcentaje es 5.9 de 25?
¢) ;Qué porcentaje es 0.8 de 10? h) ;Qué porcentaje es 158 de 60?
d) ;Qué porcentaje es 1.08 de 9507 i) ;Qué porcentaje es 50 de 1050?
e) ;Qué porcentaje es 4.5 de 1.2? j) sQué porcentaje es 3.4 de 34?

5.19. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Cudnto es 36% de 78.2? ¢) ;Cuénto es 3.2% de 149?
b) ;Cudnto es 0.85% de 1050? d) ;Cudnto es 120% de 0.44?
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5.20. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Cudnto es 23% de 59002 e) ;Cudnto es 2% de 562

b) ;Cudnto es 16% de 7.77? f) ;Cudnto es 3.6% de 78?

¢) ;Cudnto es 0.1% de 2000? g) ;Cudnto es 0.85% de 1025?
d) ;Cudnto es 121% de 12.1? h) ;Cudnto es 1036% de 78007

5.21. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;De cudnto es 0.098 el 76%? e) ;De cudnto es 0.9 el 56%?
b) ;De cuédnto es 777 el 16%? f) ;De cudnto es 8.6 el 120%?
¢) ;De cudnto es 1025 el 0.85%? g) ;De cudnto es 1.5 el 7.5%?
d) ;De cuédnto es 12 el 12%? h) ;De cuédnto es 8 el 400%?

5.22. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;De cudnto es 125 el 36%? f) ;De cudnto es 1 el 1000%?
b) ;De cudnto es 76 el 9.8%? g) ;De cudnto es 0.67 el 37%?
¢) ;De cudnto es 6.5 el 1.6%? h) ;De cudnto es 96 el 158%?
d) ;De cuénto es 5 el 5%? i) ;De cudnto es 0.3 el 33%?

e) ;De cudnto es 4.2 el 0.13%? j) ;De cuanto es 6543 el 175%?

5.23. Para cada uno de los siguientes incisos, encuentra el valor de x:

a) xes0.5% de 1,345,228 d) x% de 0.35 es 4.2
b) x% de 558 es 3.5 e) xes 150% de 1680
c) 180% de x es 2,340,500 f) 33% de x es 359

5.24. Para cada uno de los siguientes incisos, encuentra el valor de x:

a) 22% de 3547 es x g) 0.13% de 0.13 es x
b) x% de 240 es 724 h) x% de 55 es 5

¢) 0.7% de x es 671 i) 243% de x es 0.14
d) x% de 198 es 9.9 j) x% de 1980 es 9.9
e) 188% de 61 es x k) 100% de 1 es x

f) 43% de x es 5487 1) 12.34% de x es 43.21
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5.25. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Cuanto quedo al sumarle 102% a 67?

b) ;Cudnto quedo al restarle 42% a 12?

¢) ;Cuanto quedo al sumarle 0.37% a 1.5648?
d) ;Cudnto qued¢ al restarle 100% a 38.0298?

5.26. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Cudnto qued¢ al sumarle 8.5% a 6,204?
b) ;Cudnto quedo al restarle 10% a 10?

¢) ;Cudnto qued¢ al sumarle 200% a 2.59?
d) ;Cudnto quedo al restarle 0.41% a 18,034?
e) ;Cudnto qued¢ al sumarle 0.15% a 68.01?

f) ;Cudnto qued¢ al restarle 1% a 0.08?

5.27. Contesta las siguientes preguntas:

a) A un numero se le agregd 0.57, que era su 50%. ;Cudl fue el resultado?
b) A un ndmero se le rest6 1452, que era su 11%. ;Cudl fue el resultado?
¢) A un numero se le agregd 804, que era su 137%. ;Cudl fue el resultado?
d) A un numero se le rest6 237, que era su 0.5%. ;Cudl fue el resultado?

5.28. Contesta las siguientes preguntas:

a) A un numero se le agregd 1, que era su 10%. ;Cual fue el resultado?

b) A un ntimero se le rest6 508, que era su 0.8%. ;Cual fue el resultado?
¢) A un numero se le agregé 32, que era su 132%. ;Cudl fue el resultado?
d) A un ndmero se le rest6 0.38, que era su 69%. ;Cudl fue el resultado?
e) A unndmero se le agregd 0.918, que era su 0.41%. ;Cual fue el resultado?

f) A un ndamero se le resté 75, que era su 25%. ;Cudl fue el resultado?

5.29. Contesta las siguientes preguntas:

a) A un numero se le sumé su 15% y el resultado fue 100. ;Qué numero
eray cuanto se le sumé?
b) A un ntimero se le resté su 15% y el resultado fue 100. ;Qué nimero era

y cudnto se le rest?

328



5. Proporcionalidad y porcentajes

¢) A un numero se le sumé su 104% y el resultado fue 46. ;Qué numero
era y cuanto se le sumo?
d) A un ntimero se le resté su 0.95% y el resultado fue 8.9156. ;Qué ntime-

ro era 'y cudnto se le rest6?

5.30. Contesta las siguientes preguntas:

a) A un numero se le sumé su 2.8% y el resultado fue 1.6. ;Qué ntimero
era y cuanto se le sumo?

b) A un nimero se le rest6 su 99% v el resultado fue 1,000,000. ;Qué nu-
mero era y cuanto se le rest6?

¢) A unndmero se le sumé su 148% y el resultado fue 0.741. ;Qué ntimero
era y cuanto se le sumo?

d) A un namero se le sumo su 200% y el resultado fue 56,907. ;Qué ntime-
ro era 'y cudnto se le sumo?

e) A unndmero se le restd su 200% y el resultado fue —7. ;Qué ntimero era
y cudnto se le rest6?

f) A un numero se le rest6 su 18% y el resultado fue 18. ;Qué nimero era

y cudnto se le rest6?

5.31. Para cada uno de los siguientes incisos, encuentra el valor de x:

a) 35.03 mds su 16% es x

b) 81 menos su x% es 56

¢) zmenos su 0.3%, que es 5.801, da x

d) x menos su 2% es 80,000

e) x% de z es 25, y ademds z +25 =39

f) 0.672 menos su 75% es x

g) zmds su 20%, que es 308,880, da x

h) 56 mas su x% es 81

i) x mds su 48% es 2.97

j) x% de zes 0.12, y ademds z—0.29 = 0.56

329



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

5.32. Para cada uno de los siguientes incisos, encuentra el valor de x:

a) x menos su 35.5% es 1,020

b) 6.01 menos su x% es 3.74

¢) x% de z es 34,871,y ademas z + 34,871 = 56,863
d) 0.468 mds su 120% es x

e) zmads su 1.5%, que es 0.936, da x

f) 3.2 mds sux% es 13.2

g) x mas su 239% es 3.06

h) x% de z es 1.403, y ademds z — 1.403 = 0.002

i) 0.1 menos su 0.32% es x

j) zmenos su 88%, que es 1.047, da x

5.33. Resuelve las siguientes situaciones.

a) Completa la siguiente tabla considerando que los articulos tienen un

25% de descuento

PRENDA pantalén | camiseta | vestido | blusa | falda |blusa | falda
PRECIO MARCADO| $300 $50 $500 $275 | $180
DESCUENTO $50

MONTO A PAGAR $300

b) En una universidad se inscribieron a 5831 alumnos de nuevo ingreso.
Para el ano entrante se espera inscribir a 8.2% mads. ;Cudntos alumnos
mds ingresardn el afo entrante?

¢) En un grupo escolar hay 15 hombres y 28 mujeres. ;Cudl es el porcen-
taje de mujeres en el grupo?

d) De todas las vacas de un establo, 18, que representan el 67%, tienen mas
de 4 anos. ;Cudntas vacas hay en el establo?

e) ;A cudnto asciende el precio de un producto si costaba $43.50 y ha
aumentado en 18%?

f) Un noticiero anuncié que en cierta regién la precipitacién pluvial
anual fue de 783 mm, lo que representa 14.2% mads de lo que suele ser.

sDe cudnto suele ser la precipitacion pluvial anual?

330




5. Proporcionalidad y porcentajes

g)

h)

i)

j)

Durante la llamada “cuesta de enero” una estufa pas6 de costar $6,199 a
$6,990 y un refrigerador pas6 de costar $8,399 a $9,470. ;Qué porcentaje
de su precio subi cada electrodoméstico?

En una dulceria se sabe que hay una merma de 27% por las “probadi-
tas” de los clientes. Si sacan a la venta 27 kg de fresas caramelizadas a
$110 el kg, scudnto obtendran por la venta de esas fresas?

El salario minimo mensual en el D. F. durante 2009 fue de $1644.00. Si
en 2010 se dio un incremento de 4.86%, ;a cudnto ascendi6 el salario
minimo mensual en 2010? En la zona C el salario minimo mensual
durante 2009 fue de $1558.50. ;En qué porcentaje era menor el salario
minimo en la zona C que en el D. E?

En la escuela “Josefa Ortiz de Dominguez”, que tiene 367 alumnos, tu-
vieron que recibir a los 143 de la “Leona Vicario” porque fue damnifi-
cada tras un huracdn. ;Qué porcentaje de la poblacién normal tiene la
escuela “Josefa Ortiz de Dominguez” mientras dura la remodelacién
de la otra?

En una factura en que se pidi6 el IVA de 16% desglosado se especifica
que se pagaron $172.48 de IVA. ;Cudnto se pagd en total?

En un vivero se estima que 4.8% de los drboles plantados no se daran.
Si el vivero debe entregar 2500 drboles, ;cudntos se recomienda que

plante como minimo?

m) Una compaifiia que fabrica computadoras anuncia en un folleto que

sus nuevos modelos son mas ligeros que los anteriores. En un lugar del
folleto se indica que la disminucién es de 1.1 kg y en otro que es de 30%,
y se quiere saber si las dos informaciones son compatibles. Si no lo son,

spor qué? Si silo son, jcudnto pesan los nuevos modelos?

5.34. Resuelve las siguientes situaciones.

a)

b)

Un bebé nacié pesando 3.200 kg, y al cabo de una semana pesé 2.950 kg.
;Qué porcentaje de su peso inicial perdié?

En una encuesta 258 personas de las 3000 entrevistadas opinaron que la
calidad de cierto producto era buena. ;Qué porcentaje de los entrevis-

tados tienen buena opinién del producto?
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¢) En una tienda indican que todo estd con 20% de descuento. A un pro-
ducto le descontaron $62. ;Cudnto costaba antes del descuento?

d) Siun puerco en engorda pasé de 68 kg a 72 kg, ;qué porcentaje de su
peso subid?

e) En cierta ciudad se planea cubrir, durante los primeros tres meses del
ano, 17% de la demanda de bacheo, que asciende a 1572 km. ;Cudntos
kilémetros se espera cubrir en esos meses?

f) En cierta zona del pais hay en la actualidad 2,598 alumnos en primaria
y las autoridades educativas afirman que este ano hubo un decremento
en la matricula de 2.5%. Indica cudntos alumnos hubo el afio anterior.

g) ;Cudnto deberd pagarse por concepto de IVA en una compra de $1322
(el impuesto es de 16%)?

h) ;A cudnto ascendi6 el monto de una compra si por concepto de IVA
(16%) se pagd $1872

i) Por una licuadora cuyo precio normal era de $829.90 se pag6 $789.90 en
una barata. ;De qué porcentaje fue el descuento?

j) A cudnto ascendieron el importe de la compra y el monto correspon-
diente a IVA (16%), si en total se pagaron $3548?

k) En una empresa se afirma que 34% de los empleados podran elegir la
fecha de sus vacaciones. Si 48 personas pudieron elegir sus vacaciones,
scudntos empleados tiene la empresa?

1) En un programa de reforestacion se plantan 1,830 arbolitos, y se estima
que de esos se dardn 95%. ;Cudntos drboles se estima que se dardn?

m) ;Cudnto debo pagar por un producto cuyo precio en etiqueta es $1364
y tiene 16% de IVA?

n) A una persona con sobrepeso el médico que la puso a dieta le indicé
que debia bajar 40% de su peso. Cuando lo logré habia bajado 40 kg.
;Cudnto pesa ahora?

0) Enun grupo de 40 alumnos 24 obtuvieron una calificacién igual o mayor
que 8. ;Qué porcentaje de alumnos obtuvo la calificacién mencionada?

p) En una tienda descontaron $48.50 por un producto que tenia 14% de
descuento. ;Cudnto se pago al final?

q) ;A cudnto ascendieron el importe de la compra y el monto correspon-

diente a 25% de descuento, si en total se pagaron $2535?

332



5. Proporcionalidad y porcentajes

5.35. Resuelve los siguientes problemas:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

A una universidad que tenia un presupuesto anual de $246,600,000 le
fue otorgado un aumento presupuestal de $3,500,000, con la condicién
de que aumentaran la matricula en la misma proporcion. Si el ano pa-
sado la matricula fue de 5213 alumnos, ;de cudntos debe ser ahora?
Un comercio tiene dos casas: una matriz y una sucursal. En el mes de
noviembre las ganancias fueron de $124,051 en la matriz y de $70,084
en la sucursal. Con las ventas decembrinas se obtuvo 25.3% mds de
ganancias en la matriz y 19.2% mds en la sucursal. El dueno decide
invertir 10% de las ganancias totales por igual entre ambas casas, para
remodelacién. ;Qué porcentaje de las ventas de diciembre recibe cada
casa?

Un jugador apuesta un dia en un casino $5,230, y gana el 14%. Con
todo ese dinero regresa el dia siguiente y lo vuelve a apostar, pero ahora
pierde el 16%. En total, ;gana o pierde? ;En qué porcentaje?

Un articulo cuyo precio de contado es $3450 se ofrece a pagar a 52 cuo-
tas semanales de $113. Con respecto a lo que se paga de contado, jen
qué porcentaje es mds caro comprar el articulo en cuotas?

En un conjunto habitacional con casas unifamiliares y departamentos
en edificios, los departamentos son el 83% de las viviendas y los edifi-
cios de més de 5 pisos son el 11% de los edificios. ;Qué porcentaje de las
viviendas son departamentos en edificios de mds de 5 pisos?

En una escuela en la que hay primaria y secundaria, se sabe que 61%
de los alumnos son de primaria y que en secundaria hay 214 alumnos.
También se sabe que en primaria hay 160 hombres y que en secundaria
el 42% de los alumnos son mujeres. ;Qué porcentaje de hombres y mu-

jeres hay en toda la escuela?

5.36. Resuelve los siguientes problemas

a)

b)

;Cudnto se debe pagar por un producto cuyo precio es de $348 y tiene un
descuento de 20% mas un descuento de 15% sobre el precio descontado?
En una region se sabe que 3500 de los 8237 hogares tienen luz eléctrica.

;Qué porcentaje de los hogares carecen de luz eléctrica?
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o)

d)

g)

h)

Un maestro anuncia que la calificacién final del curso estard compues-
ta en 50% por exdmenes, 25% por un trabajo, 15% por tareas y el resto
por asistencias. Jestis obtuvo un promedio de 7.8 en los exdmenes y
uno de 8.7 en las tareas; ademds tuvo 9.1 de calificacion en el trabajo y
asistio a la totalidad de las clases. ;Cudl fue su calificacién final?

A una bodega llegan dos camionetas con palmas de adorno; la blan-
ca entrega 33 y la azul 49. En la bodega ponen las palmas en macetas
para su venta, y después las vuelven a subir a las camionetas, por partes
iguales. ;Qué porcentaje de mas o de menos lleva cada camioneta a los
sitios de venta?

Un jugador apuesta en un casino, y después de ganar el 15% sale con
$38,940, que vuelve a apostar. Si en esa segunda apuesta pierde el 15%,
sen qué porcentaje gana, pierde o queda igual, con respecto a su capital
inicial?

La publicidad de un banco ofrece un préstamo hasta por $80,000 indi-
cando que por cada $1000 se deberdn pagar $123 (sin IVA) mensuales
durante un ano. ;De qué porcentaje es el interés anual al que presta el
banco? ;Al cabo del afo, cudnto paga el usuario por un préstamo de
$10,000 con todo e IVA de 16%?

Para hacer una mezcla de pintura de color lila, primero se preparé una
base rosa con 40% de rojo y 60% de blanco, y después se mezcl6 70% de
rosa con 30% de azul. ;Qué porcentaje de cada color tiene la mezcla final?
En una escuela técnica especializada hay tres carreras: gastronomia, tu-
rismo y hotelerfa. Los alumnos de hotelerfa son 37, y los 241 alumnos de
turismo son 33.9% del total. Este afio las colegiaturas son las mismas para
las tres carreras, pero para el entrante se pretende subir en 10% las cole-
giaturas de turismo, en 15% las de gastronomdia y en 8% las de hotelerfa.
Si la cantidad de alumnos permanece igual en las tres carreras, sen qué

porcentaje van a aumentar el afio entrante los ingresos por colegiaturas?
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5.37. En una papeleria reetiquetaron la mercancia en el fin de sema-
na entre el 31 de julio y el 3 de agosto, aumentando los precios en
11%. El resultado fue una baja en las ventas, por lo que se hizo una
campaiia publicitaria para atraer clientes, anunciando que durante
el mes de septiembre se aplicarian distintos descuentos. Resuelve las

siguientes situaciones:

a) Una carpeta costaba $275 en julio. ;De cudnto fue el aumento en la
reetiquetacion?

b) A un escritorio le subieron $243.60 en la reetiquetacion. ;Cuédnto cos-
taba en julio?

¢) A un pizarrén que en agosto costaba $1126 le descontaron $91. ;De qué
porcentaje fue el descuento?

d) Un juego de plumones costaba $335 en julio. ;Cudnto costaba en agosto?

e) Un cartucho de impresora que en agosto estaba a $936, en septiembre
costaba $890. ;De qué porcentaje fue el descuento?

f) Un estuche de boligrafos costaba $300 en julio. En la barata de septiem-
bre se quiere que vuelva a costar los mismos $300. ;Qué porcentaje de
descuento hay que aplicarle en septiembre?

g) Una computadora costaba $13271.99 en agosto. ;Cudnto costaba en

julio?

5.38. En una fabrica de galletas la produccién disminuyé en 14.3%
entre 2011y 2012 en las cuatro lineas de produccién (“cremas”, “re-
llenas”, “hojaldres” y “simples”). Después de un proceso de reor-
ganizacion, en 2013 volvi6 a aumentar la produccién, de manera

distinta en las cuatro lineas. Resuelve las siguientes situaciones:

a) En 2011 se usaron 1,250,000 kg de harina. ;Cudnta se us6 en 20122

b) Enlalinea de “cremas” se aument6 entre 2012 y 2013 la produccién en
12%. En 2013 vendieron 40,000 cajas de “cremas”. ;Cudntas vendieron
en 2012 y cudntas en 20117

¢) En 2013 se compraron para la linea de “cremas” 950 kg de emulsifican-

te. ;Cudnto se compro en 20127 ;Y en 2011?
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d)

e)

f)

g)

En 2012 se produjeron 350,700 kg en la linea de “rellenas”, y en 2013
se produjeron 500,100 kg. ;En qué porcentaje aumenté la linea de
“rellenas”?

La diferencia de lo que se utilizé de azticar entre 2011 y 2012 fue de
875,000 kg. ;Cudnto se us6 en 20117

En 2011 se utilizaron 83,500 kg de mermelada. ;Cudnto se utiliz6 en
20127

En 2012 se produjeron 51,000 cajas de la linea de “simples”. ;En qué
porcentaje debe aumentarse esta produccion si se desea igualar la can-

tidad de cajas producidas en 2011?

5.39. A un conjunto de personas se les pregunt6 si preferfan los

perros o los gatos, y se obtuvieron los datos que se muestran en la

tabla. Contesta las siguientes preguntas:

a)

b)

c)

d)

;Qué porcentaje de los hombres
Perros | Gatos | TOTAL

prefieren los gatos?

i j 32 37 69
;Qué porcentaje de los que prefie- Mujeres

ren gatos son hombres? Hombres | 67 14 81

;Qué porcentaje de las personas en- | TOTAL 99 51 150

trevistadas prefieren los perros?
;Qué porcentaje de las personas entrevistadas son mujeres que prefie-

ren los perros?

5.40. Para su campana publicitaria, una compania que fabrica he-

lados desea conocer cudl de tres sabores prefieren los nifios y los

adolescentes. Entrevista a algunos y obtiene los resultados que se

muestran en la tabla. Contesta las siguientes preguntas:

a)

b)

;Qué porcentaje de los nifios Nifios | Adolescentes | TOTAL
prefieren el chocolate? Fresa 43 13 56
;Qué porcentaje de los ado- Chocolate | 82 50 132
lescentes prefieren el sabor —

Vainilla 31 31 62
fresa?

TOTAL 156 94 250
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¢) ;Qué porcentaje de los entrevistados no prefiere la vainilla?

d) ;Qué porcentaje de los que prefieren la vainilla son nifos?

e) ;Qué porcentaje de los entrevistados son nifios que prefieren el sabor
fresa?

f) ;Qué porcentaje de los que no prefieren la vainilla son adolescentes?

5.41. En una zona se report6 que de las 2,000,000 de hectdreas de
bosques y selvas que habia en el afno 2000 quedaban en 2010 sélo
1,800,000 hectareas. Contesta las siguientes preguntas:

a) ;Qué porcentaje de la superficie de bosques y selvas se perdi6 en 10 afios?
b) ;Qué porcentaje de lo que habia en 2000 quedaba en 20107
¢) ;Qué porcentaje de lo que quedaba en 2010 habia en 2000?
d) ;En qué porcentaje habria que reforestar la superficie actual para llegar

nuevamente a los dos millones de hectdreas?

5.42. De acuerdo con los censos realizados por el INEGI, en el afio
1990 habia en México 81,249,645 habitantes, en el afio 2000 habia
97,483,412,y en el ano 2010 habia 112,336,538. Contesta las siguien-
tes preguntas:

a) ;En qué porcentaje aument? la poblacion entre 1990 y 20002
b) ;En qué porcentaje aumento la poblacion entre 2000 y 20102
¢) ;En qué porcentaje aumento la poblacion entre 1990 y 20102
d) ;Qué porcentaje de la cantidad de habitantes de 2000 habia en 2010?
e) ;Qué porcentaje de la cantidad de habitantes de 2000 habia en 19902
f) sQué porcentaje de la cantidad de habitantes de 1990 habia en 2010?

5.43. En cada inciso, indica si la afirmacidn tiene sentido. En caso
de que si lo tenga, pon un ejemplo numérico que ilustre la afirma-
cién. En caso de que no tenga sentido explica por qué.

a) El13.33% de los entrevistados estd a favor del partido P**.

b) En una regién hubo una sequia que duré cuatro anos, de 2003 a 2007.
Con respecto al contenido que tenia la presa de la region a principios de
2003, disminuy6 40% en 2004, 30% en 2005, 40% en 2006 y 10% 2007.
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o)

d)

e)

El precio del azticar aument6 en 120%, y en ese mismo tiempo el precio
de las computadoras disminuy6 en 120%.

Las personas que nacen con una cierta deformacién congénita son el
8% de la poblacidn, es decir el 0.8% o el 80%oo.

El 0.50% de los nacidos en México durante 1999 fueron mujeres.

5.44. En cada inciso, indica si la afirmacidn tiene sentido. En caso

de que si lo tenga, pon un ejemplo numérico que ilustre la afirma-

cién. En caso de que no tenga sentido explica por qué.

a)

b)

c)

d)

e)

Dos municipios tenfan presupuesto para mejorar la red caminera. En
uno de ellos se aument6 la red en 134%, y en el otro se reparé el 134%
de los caminos existentes.

En cierto pais el 5% mads rico de la poblacién posee el 90% de la riqueza
nacional.

En una ciudad, una via rapida contaba con dos carriles anchos. Ante el
aumento de automéviles se repinté el asfalto para poner en el mismo
lugar tres carriles mds estrechos, y las autoridades dijeron que se habia
aumentado en 50% la capacidad de la via répida. Sin embargo, aumen-
té también el numero de accidentes, por lo que volvieron a pintar dos
carriles solamente. Las autoridades admitieron que se habian reducido
en 33% la capacidad de la via rdpida, pero afirmaron que el resultado
final era un aumento de 50% — 33% = 17%.

Un paquete de pan integral con 25 rebanadas anuncia que cada rebana-
da tiene 20% mds de fibra que el pan blanco de la misma marca.

La cantidad de campesinos en cierta region es 72% de lo que era el afio

pasado.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

EJERCICIOS DEL CAPITULO 1: NUMEROS Y SU ORDEN
Secciéon 1.1: Numeros enteros

1.01.

a) 8,203 + 12,097 = 20,300: veinte mil trescientos

b) 123,456,789 + 987,654,321 = 1,111,111,110: mil ciento once millones cien-
to once mil ciento diez

¢) 301,100,100 — 300,101,001 = 999,099: novecientos noventa y nueve mil
noventa y nueve

d) 10,200 — 5,130 = 5,070: cinco mil setenta

e) 50,021 x 1,003 = 50,171,063: cincuenta millones ciento setenta y un mil
sesenta y tres

f) 98,015 x 245 = 24,013,675: veinticuatro millones trece mil seiscientos se-
tenta y cinco

g) 15,015,015 + 15 = 1,001,001: un millén mil uno

h) 2,024,040 + 40 = 50,601: cincuenta mil seiscientos uno

i) 1,0012 =1,002,001: un millén dos mil uno

j) /251,001 = 501: quinientos uno
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1.02.

a) 4992=249,001: doscientos cuarenta y nueve mil uno

b) 41,040,400 = 1,020: mil veinte

¢) 1,050,030 + 500,008 = 1,550,038: un millén quinientos cincuenta mil
treinta y ocho

d) 840,007 — 645,020 = 194,987: ciento noventa y cuatro mil novecientos
ochenta y siete

e) 1,001,110,144 + 50,048 = 20,003: veinte mil tres

f) 808,008 + 707,007 = 1,515,015: un millén quinientos quince mil quince

g) 2,000,156,000 — 132,000,913 = 1,868,155,087: mil ochocientos sesenta y
ocho millones ciento cincuenta y cinco mil ochenta y siete

h) AJ10,201,202,001 = 101,001: ciento un mil uno

i) 50,005% = 2,500,500,025: dos mil quinientos millones quinientos mil
veinticinco

j) 101,300 x 20,030 = 2,029,039,000: dos mil veintinueve millones treinta y
nueve mil

k) 701,097,000 + 300,003,000 = 1,001,100,000: un mil un millones cien mil

1) 208,000 x 20,008 = 4,161,664,000: cuatro mil ciento sesenta y un millones
seiscientos sesenta y cuatro mil

m) 200,008 + 80,020 = 280,028: doscientos ochenta mil veintiocho

n) 10,000,000 — 1,369,075 = 8,630,925: ocho millones seiscientos treinta mil
novecientos veinticinco

0) 1,005% = 1,015,075,125: mil quince millones setenta y cinco mil ciento
veinticinco

P) 300,047 + 45,703 — 145,746 = 200,004: doscientos mil cuatro

1.03.

a) x es mayor que tres: 4, 5, 6,...

b) x es menor o igual que cinco: ...,-2,-1,0,1,2,3,4,5

C) xes menor que menos cuatro: ....,-7, -6, -5

d) x es mayor o igual que menos diez: -10,-9, -8, ...,-2,-1,0,1,2, ....
e) x es mayor que menos ocho: -7,-6,-5, ...,-1,0,1,2,3, ...

f) x es mayor o igual que cero y menor o igual que cinco: 0, 1,2, 3,4, 5
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g) x es mayor o igual que veinte y menor que treinta: 20, 21, ..., 27, 28, 29

h) x es mayor que trece y menor que quince: 14

i) x es mayor o igual que menos siete y menor que cuatro: -7, -8, -5, ...,
-1,0,1,2,3

j) x es mayor que menos once y menor o igual que menos uno: 10, -9,
-8,...,-3,-2,-1

k) menos x es igual a dos: -2

1) menos x es mayor que 3: ..., -7, -6, -5, -4

m) menos x es menor o igual que menos seis: 6, 7, 8, 9, .....

n) menos x es mayor o igual que cero: ... -5, -4, -3,-2,-1,0

0) menos x es mayor que menos dos y menor o igual que cero: 0, 1

1.04.

a) xes menor que seis: ...,—3,-2,-1,0,1,2,3,4,5

b) menos x es mayor o igual que cien: ...,—105, 104, -103, -102, -101, -100
Cc) menos x es mayor que cero: ..., -6, -5, -4, -3, -2, -1

d) x es menor o igual que cero: ...,-6, -5, -4, -3,-2,-1,0

e) x es mayor que ceroy menor que cinco: 1, 2, 3, 4

f) x es mayor que cero y menor o igual que cinco: 1,2, 3,4, 5

g) es mayor o igual que cero y menor que cinco: 0, 1, 2, 3, 4

h) x es mayor que menos cinco y menor que cero: -4, -3, -2, -1

i) x es mayor o igual que menos cinco y menor o igual que cinco: -5, -4,
-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5

j) menos x es mayor que menos cinco y menor que cinco: —4, -3, -2, -1,
0,1,2,3,4

k) x es mayor que menos cinco y menor o igual que cinco: -4, -3, -2, -1,
0,1,2,3,4,5

1) x es mayor o igual que veinte y menor o igual que veinte: 20

m) menos x es mayor o igual que menos ocho y menor o igual que menos
tres: 3,4,5,6,7,8

n) x es mayor que menos doce y menor o igual que menos nueve: 11,
-10,-9

0) menos x es mayor que ciento veinticinco y menor que ciento treinta y
dos: —131, -130, —129, 128, -127, —126
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p) menos x es mayor o igual que menos doscientos quince y menor que
menos doscientos: 201, 202, 203, 204, ..., 212, 213, 214, 215
q) menos x es mayor o igual que cero y menor que tres: -2, -1, 0

) menos X es mayor que cero y menor o igual que tres: -3, -2, -1

1.05. Aqui se muestran ejes horizontales, salvo en el inciso a), don-
de se muestra también un eje vertical.

-10 -7 2 4 6 8
a) r - —t— T T T f } } f >
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 [¢] 8 10
A
10
— 8
s 78
-— 4
-— 2
D -
-5 -
-— -7
-10 +—-10
15
-5450 -1200 1025 3340
b —t— —
-6000 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 1000 2000 3000 4000
2,500,000
) 1,250,000 5,000,000 18,000,000
C e | : : oo
0 5,000,000 10,000,000 15,000,000 20,000,000
-150-125 -50 -18 100 148 175
d) " —t— f — w l m—
—200 —150 —-100 -50 0 50 100 150 200
,000
8,000 12,000 16,000 25,000 34,000
e — : ; L
0 5,000 10,000 15,000 20,000 25,000 30,000 35000 40,000
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1.06. Aqui se muestran ejes horizontales.

a)

b)

d)

£)

g)

h)

400,000 430,000
410,000 425,000 450,000 475,000
| | | [
T T T T T T T T T T =
390,000 400,000 410,000 420,000 430,000 440,000 450,000 460,000 470,000 480,000
28
15 30 45 53
" T i T —t T | — >
0 10 20 30 40 50 60
-35 -19 -15 -8 -5 -2
| | | | | (-
r 1 T T 1 T T T T ™
-40 -35 -30 —25 20 -15 -10 -5
28 46 70 95
l | l |
r T T T T T T T T T T ™
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-10 =3 0 1 5 6
. | ; : —t— F—— —t—1 >
-12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6
-17 -12 -2 0 9 15 20
| | || | | | »
r T T T T T T T T Ll
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
999 1009 1035 1053 1080 1107
| | | | | | »
T 1T T T T T T T T T T >
980 1000 1020 1040 1060 1080 1100 1120
—30,098
-30,567 -30,200 —30,1E|J4 -29,990
| | | | >
— T T T T ] i >
-30,600 -30,500 -30,400 -30,300 -30,200 -30,100 -30,000 —-29,900
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1860 1920 1950 2000 2020
r) ! . : 4 —— . L -
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020 2040
14
-32 -28 -12 -3 15 19 25
s) — At — —
—40 -30 -20 -10 0 10 20 30
—590
—600-575 —470-425 -380
t) - H —f—f—— . ‘ ‘ >
—700 —600 -500 —400 —-300 —200 —100 0
450
344 390 438 | 460 505 560
u) - t t — 3 5 >
300 350 400 450 500 550 600

SECCION 1.2: NUMEROS RACIONALES

1.07. En los primeros incisos se dan varias representaciones de la

fraccion.

7
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1.08.
3 1
b) 3 % 4 17
12 17
1.09.
3 O~ 0000
3 (o} o
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8 Ny, ANy
b 7 :-- 9 2
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1 A A A
1 A A
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D 7 "2 "o ) 7=
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) D
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1.12.

15 5

D) 52
18

b)2—4—

1.13.

a) 2516
5 25
6 _ 9

b)§_12

1.14
2 _ 79

a) — > —
3 179

by 2<%
3 29

1.15.

a)M:%_

-1
b)F-7
-3
c)P—S,
1.16.
-1
a) W= 3
-2
b)G—6
10
9 H= 1%

d)

c)

d)

c)

d)

79

100

% _9 _ 1 _2 _ 21
360 ~ 36 4 100 108
13 23
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17 27
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12 20
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1.17.
a) 0.0680 b) 4.5000 c) 0.0625 d) 1.5000
1.18.
a) 3.250000 b) 0.002500 ¢) 0.031250 d) 32.000000
1.19.
-
— <
==
: w
AR .|| 2
Ntmero =2 I P g g g
gl S| Sl gl 8|2 E|
=] < 1) [=} < E ‘8 k7 E
5] o + L o B= - N5 N
o o o (9 o= (9] o] —_— )
5] [=} 3} 5 [=} O ) = o
Alo|lo|lalslalol =]A
a) 893.04 0 0 8 9 3 0 4 0 0
b) 18349.1538 1 8 3 4 9 1 5 3 8
) 6.0008 0 0 0 0 6 0 0 0 8
d) 6.008 0 0 0 0 6 0 0 8 0
e) 6.08 0 0 0 0 6 0 8 0 0
f) 6.8 0 0 0 0 6 8 0 0 0
g) 6.8000 0 0 0 0 6 8 0 0 0
h) 10.50 0 0 0 1 0 5 0 0 0
i) 10.5 0 0 0 1 0 5 0 0 0
)) 10.500 0 0 0 1 0 5 0 0 0
k) 10.05 0 0 0 1 0 0 5 0 0
) 10.050 0 0 0 1 0 0 5 0 0
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1.20.

- -

5| =
Z|E 3
o | S 8 £
Numero T | ol sl «| | 8| &
%) Q < (%) [ —_—
S| s | 8| 8| <8| S| 2| E| =
= I} I3} = < g 0 ‘7 S
SI 2|l | 8| =235 |88
9] a Q 5] a N Q = o=
Alp|lo|lAlB|lRA|O|l=]|A
a) 893.04 o|lo|8|9|3|0o|4|o0]|o0
b) 120500 | 0 | 0 0o | 1 | 2] 0|5 ] 00
<) 00003 | 0|0 | o0 | 0| 0| 0] oO0]|oO]|3
d) 0.003 o|lojo|lo|o|o|o|3]|o0
e) 0.03 o|lojo|lo|o|o|3|]o0o]|o
f) 00030 | 0 | 0o | o0 | 0| o0o]|]o0o]oO0]|3 /|0
g) 0.030 o|lojo|lo|o|o|3|]o0o]|o
h) 0030 | 0| 0|0 |0| 0| 0|3 |o0]|o0O
i) 03 o|lojo|lo|o|3|0o|o0o]|o
j) | 10.085.406 1 lo|o0 |8 |5 |4]0]|6]|0
k) | 108050460 | ¢4 | 0 | 8 | 0 | 5| 0| 4| 6 |0
1) | 10.850.406 1 10| 8|50 | 4|06 |0
m)| 180050046 | 1 | 8 | 0 | 0| 5 | 0| 0| 4|66
n) | 100854600 | 1 | 0o | 0 | 8 | 5 | 4 [ 6 | 0| O
0) | 100854060 | 1 | 0o | 0 | 8| 5| 4| 0|6 |0

1.21.

a) 4.506 = 4.5060

b) -0.048 = —0.048000

¢) 10.1=10.1000 = 10.10
d) 2.5=2.49999...
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1.22.

a) 0.5 = -0.500 = -0.50

b) 456.7899999... = 456.79 = 456.7899999999...

¢) 0.0026 = 0.00260

d) 99999 no es igual a ninguno de los otros nimeros del inciso
e) —5706.5030 = -5706.503

f) 0.003 = 0.003000

g) —7.0803 no es igual a ninguno de los otros nimeros del inciso

1.23.

a) 12.005 < 12.05 < 12.5 = 12.50 = 12.500

b) -1.71 <-1.701 <-1.7 < 1.07 < 1.071

¢) —12.22 <-10.222 = -10.22200 < 10.02 < 10.2 < 12.02 < 12.022
d) 5.000345 < 5.03045 < 5.034 < 5.0345 < 5.3045 < 5.345

) —49.8 <-456 <—40.9 <-40.01 <50.01 <50.1 < 54.8

1.24.

a) -1.3<-0.8<0.06<1.54 <5.004 <5.4 =540

b) —2<-1.96<-1.64<-1<1.86<1.96<2.3

c) 1.0085 < 1.0805=1.08050 < 1.085=1.0850 < 1.805 < 1.850
d) 27<-19<-11<-4<3<7<15<23

e) 0.09 <0.097 < 0.7456 < 0.7843 < 0.875 < 0.89

f) —1.75<-1.749 < -0.687 < -0.62 < —0.078 < 0.1789

g) -178.17 <-175.80 < -175.79 < -171.9 < -171.10 < -170.45
h) 0.001<0.09<0.10 <0.11 < 0.9 < 0.91

1) —3.456<-3.45<-2345<-234<-123<-11

J) -31.25<-18.72 < 10.56< 10.567< 18.7 < 47.415 < 47.42
k) -580.7 < -580.07 < -508.70 < —500.87 < —500.087

1) —0.188 <—-0.180=-0.18 <-0.108 = —-0.1080 < —-0.1008 < -0.018
m)0.0045 < 0.0405 < 0.045 < 0.4005 < 0.405 < 0.450

n) -0.909 < -0.11 <-0.101 < —0.099 < —-0.09 < -0.011 < —-0.01
0) -5.45<-5.4<-505<-5.04 <—-4.54 <-4.50 <—-4.05
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p) 10078.3940 < 10087.30094 < 10780.3049 < 10807.3490 < 10870.3004

q) —26000.05 < —20600.5 < —20600.05 < —20060.500 < —20060.05 < —20006.005
r) 0.0054 <0.0504 < 0.054 < 0.4050 < 0.450 < 0.540 < 0.545

s) —24.01 <-24.001 < -23.11 < -23.101 < -23.1 < —22.10 < -22.01

t) 3045678 < 3045867 < 3048675 < 3405678 < 3408765 < 3456780

1.25. Aqui se muestran ejes horizontales, los nimeros se podrian

también representar en ejes verticales.

0.05 0.1 0.2 0.25 0.35
S S
0.00 005 010 0.15 020 025 0.30 0.35

b) -1.75 -0.5 0.25 1 12
l } l 1 Il >
L s L T T »
-2.00 -150 -1.00 -050 0.00 0.50 1.00 1.50
-0.88 -0.28 018 0.08 0.48 0.58
o —— : — ——+h —
-1.00 -0.80 -060 -0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
-30.84 -
d) 3088 0% 3072 %067 3056 -30.16 -30.04
+—+ +——+ + + +—
-31.0 -30.9 -30.8 -30.7 -30.6 -30.5 -30.4 -30.3 -30.2 -30.1 -30.0
-200 —120
-210 -180 -140 -125 -100
e) T i | — 1 | >
-250 —200 —150 -100
0.0015
f) 0.001 0.002 0.0038 0.004  0.0050
Il 1 Il 1 Il Il >
0.000 0.(‘)01 ' 0.0‘02 0.003 IO.(;04 0.0‘05 0.006 "

351



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

1.26. Aqui se muestran ejes horizontales, los niimeros se podrian
también representar en ejes verticales.

15.4 16 17.3 18.2
a) - | : —f— — >
15.0 15.5 16.0 16.5 17.0 17.5 18.0 18.5
10.2 10.45 105 10.65 10.8
b) " } ‘ e R ! : »>
101 10.2 10.3 10.4 10.5 10.6 10.7 10.8 10.9
59.8 60.8 61.3 616 62.2 625 627
c) i e : e b ] ] : >
59.5 60 60.5 61.0 61.5 62.0 62.5 63.0
-226 -223 -218-215 -209 -204 -19.5
d) - =it — I = o T 1 —
-23.0 -225 =220 -21.5 -21.0 -205 -20.0 -19.5 -19.0
101.25
e) 99 99.75 100.75 101.5 102.25
; -+ +— +——t—t —+ - >
%8 %9 100 101 102 103
1.02 1.22 1.42
f) 1.01 1.04 1.12 1.20 1.24 1.44
11 1 1 1 1 1 1 1 >
LI T T T T T T T e
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 15
0.075 0.1 017 0.5 0.705 0.75
g —tf—t : . : . e
0.0 01 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8
-9.6 -8.7 -7.5 -6.4 -53 486 -31
h) — | — — | b . —>
-10 -8 -6 —4 -2
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-15 =11 -0.7 -0.3 0.1 0.4 0.8
1) ! } } T I T } — f— I T >
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-0.75 -0.5 -025 -0.15-0.1-0.05
o . : ‘ >
-0.8 -07 -06 05  -04 -03  -02 -0.1 0.0
0.080 0.100 0280 0.34 0.405 0.5
k) " H . F— I i —»
0.0 041 0.2 03 0.4 05
-89 -78 67 -56 45 34 -23 -2
) " l .I "+ = —

-10 -9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 0

Seccién 1.3: Numeros reales

1.27. En las siguientes graficas se marca el intervalo abierto o ce-
rrado en la forma usual y los nimeros debajo de la recta numérica
marcan la escala. Como retroalimentacion adicional, arriba de la
recta numérica se marca la ubicacién aproximada de los nimeros
que pertenecen al intervalo.

a) Pertenecen al intervalo [ 2.4 , 3.2 ) los ntimeros: 3, 2.8, 3.1999, 24000,

5
3.17,3, 240

2.4000
2.4
2.40 25 2.8 3.17 3.1999
. *» ; . ’ } . ; . ——>
2.3 2.4 25 26 2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2 3.3

w

353



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

b) Pertenecen al intervalo [-1.05 , 1.05] los niumeros: 0, 1, —1.03, 1.03, %,
1.049, 1.050, 0.932, —0.98, —1.0500

~1.050 1
'1‘9%95 0 0.333 0.932 4050
| L L
T y T T 1 T T
-1.5 -1.0 -05 0.0 05 1.0 1.5

¢) Pertenecen al intervalo [-7.5 , —4.5] los nameros: -5 , —4.5, —4.51,
—4.99, -7.49

-5 -451
-7.49 -4.90 -45
[ A — " — . : : >
-8.0 7.0 -6.0 5.0 40 -3.0 -2.0 -1.0 0.0

d) Pertenecen al intervalo (0.5, —0.3] los nimeros: —0.499 , —0.301, —0.30

-0.301
—0.499 —0.30
T ‘ y t T T
-0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

e) Pertenecen al intervalo [3.03 , 3.08) los numeros: 3.05, 3.079, 3.030

-3.030 3.05 3.079
r ‘ y : ' Y b—h
3.02 3.03 3.04 3.05 3.06 3.07 3.08 3.09

f) Pertenecen al intervalo (-4/3 , —1/3) los nimeros: -1, -1.3, -1/2, -3/4,
-5/4, -1.33, -0.36, —1.033, -1.303

-1.33
-1.303 ~1.033
13 -1.25 -1 -0.75 05 -0.38
G =t p—t p—— >
-1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -06 -0.4 -02 0.0
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1.28. En las siguientes gréficas se marca el intervalo abierto o ce-
rrado en la forma usual y los nimeros debajo de la recta numérica
marcan la escala. Como retroalimentacion adicional, arriba de la
recta numérica se marca la ubicacién aproximada de los nimeros
que pertenecen al intervalo.

a) Pertenecen al intervalo [-0.65 , 0.65] los nimeros: -0.59, 6/10, —0.61,
0.608, 0.065, —-0.650, 0.64

-061 0.608 0.64
-0.65 | 0.59 0.065 0.6‘ 0.65
. o ‘ . ot . ‘ }.
-08 -06 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 058

b) Pertenecen al intervalo (5, 5.5] los nimeros: 5.05, 550, 545, 549,
5.050, 5.41

5.050 55
5.06 541 545 5.49
. L oy . . ‘ r—
4.9 50 51 52 5.3 54 55 56

¢) Pertenecen al intervalo (1.29 , 1.39) los nameros: 1.36, 1.38, 1.3, 4/3,
1.2901

1.2901 1.3 1.33330 1.36 1.38

. ® l . — l : *—»
1.28 1.30 1.32 1.34 1.36 1.38 1.40
d) Pertenecen al intervalo (-1, 1) los nimeros: 0.85, —g , 0, —0.01,

0.757 , —0.9999
~0.9999 —0.6667 ‘U‘m|o 0.757 0.85

‘ ® — * ‘ — >

-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15
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e) Pertenecen al intervalo [1/2 , 3/2] los nimeros: 1.3, 0.5, 1.05, 1.44, 1, %
1.05 1.44
0.5 0.67 1 13 | 15
‘ | 1 | ‘ I
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4 16

f) Pertenecen al intervalo [0.1 , 0.2] los nameros: 0.10, 0.199, 0.150 ,
0.12, 0.109, 0.200

0.200
010 0108 0.12 0.15 0.199 7

g) Pertenecen al intervalo (-8.5,0) los ndmeros: -1.8, -7.5, 0.1, -8.499

-8499 -75 -18 -0.1
—— —— ‘ x , x p— . *9
-0 -80 -T0 -0 50 40 =30 20 10 0.0

EJERCICIOS DEL CAPITULO 2: OPERACIONES

Seccidn 2.1: Operaciones basicas

2.01.

a) 0 d) —22 g) —16
b) 0 e) 111 h) -56
¢) 10 f) -52 i) 1320
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2.02.
a) 0
b) -5
c) 2
d) —1
e) 4
f) 2

2.04.
a) 896
b) 120
c) 3

2.05.

a) 81
b) 192
c) 125

2.06.

a) 25

b) 0.02777...

c) 800
d) 15

g) 13
h) -16
i) 62
j) 12
k) 36
) 6

d) 990
e) 1
f) -560

d) 3
e) 77
f) 160

d) 4,09
e) 0.00024414
f) 2,269

e) 65,536
f) 72
g) 18
h) 41,503

m)-38
n) -23
0) 2
p) 0
q) 200
r) 1302

g) o
h) 26
i) -5.333...

g) 0.5
h) -13200
i) —480

g) 850
h) 0.00000635

i) 0.0001
j) 46,656
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2.07.

a) 1.025=1.0250 y 1.25=1.250 = 10x0.125

b) No hay numeros iguales en este inciso

) %= 0.25 y 1.250=12.5/10

d) 650.308 = (—1)(—650.3080) y 6500.308/10 = 650.03080

e) —70.030 = —7.003x10 = 700300x10,

f) —0.00980 = 9.8x(~10)* = —0.0098 ; —980x(~10)"* = 0.98x10-2
y -9.8 =-9800/1000

2.08.

a) -0.802=-0.8020 y —(-0.0802)=0.0802

b) 650.308 = — (-650.3080) y 6500.308/10 = 650.03080

C) 2.035=2.0350 = (-1)(-2.03500) y 2.35=2.350 =10x0.235

d) -0.802=-0.8020 y 0.0802 =802x10*

e) No hay numeros iguales en este inciso

f) 18.05=18.0500 = 1805/100 y 180.5 = 180.50

g) 3450.103 = 3450.1030 = 3450103x10-3

h) -7.45 = -745/102 = 74.50/(-10)

1) -8045.67 = (—10)804.567 = —8045.670 y 8.04567x10"'= 0.804567

2.09.

a) Sumas y restas: el mayor resultado es 234 (ruta ABHIFCDEKGJL) y el
menor es —19 (ruta ADGEK]JIL)

b) Multiplicaciones y divisiones: el mayor resultado es 447,644.371 (ruta
ABCDEGFHIJKL) y el menor es 0.00000356 (ruta ABFCDGKJTHL)

2.10.

a) Operaciones con niimeros enteros: el mayor resultado es 67,712,128.0000
(ruta ACDEKGJIFBHL) y el menor es —22,034,048.0000 (ruta ACDG]JI-
FBHL)
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b)

Operaciones con niimeros decimales: el mayor resultado es 7699.38462
(ruta ADGK]JL) y el menor es —11,545.3846 (ruta ACEKGJL)

2.11.

a)

c)

No, porque por ejemplo 4.01312 tiene mads cifras decimales que 4.1
pero es mas pequeno que él. La cantidad de cifras decimales de un
numero no tiene nada que ver con su magnitud.

No, porque por ejemplo si al nimero 3 le sumamos -3 nos da 3+(-3)=0
que es un nimero mds pequenio. Lo que si se puede decir es que sumar
un niimero positivo a otro siempre lo agranda.

No, porque por ejemplo si al nimero 3 le restamos —3 nos da 3—(-3)=6
que es un numero mds grande. Lo que si se puede decir es que restar
un niimero positivo a otro siempre lo achica.

No, porque por ejemplo si al niumero 8 lo multiplicamos por 0.5 nos
da 8x0.5=4 que es un nimero mds pequeno. Algo que si se puede decir
es que multiplicar un nimero positivo por otro ntimero mayor que 1
siempre lo agranda.

No, porque por ejemplo si al ntimero 8 lo dividimos entre 0.5 nos da
8+0.5=16 que es un nimero mds grande. Algo que si se puede decir es
que dividir un ndmero positivo entre otro niimero mayor que 1 siempre

lo achica.

2.12.

a)

b)

No, porque por ejemplo si al ndmero 10 lo elevamos a la potencia -2
nos da 102=0.01 que es un nimero mds pequefio. Algo que si se puede
decir es que elevar un ndmero positivo a una potencia mayor que 1
siempre lo agranda.

No, porque por ejemplo si al nimero 0.25 le sacamos raiz cuadrada
nos da ~/0.25=0.5 que es un nimero mas grande. Algo que si se puede
decir es que sacarle raiz cuadrada un namero mayor que 1 siempre lo

achica.
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2.13.

a) 3942 — 4x175=3242 ladrillos

b) (2x57 + 5x24) = 3 = $78.00

¢) 1.5 horas = 90 minutos; 90 + 15 = 6 horas de videojuego

d) Julio César muri6 a la edad de 56 anos, Claudio a los 64 anos y Nerén

alos 31 afos.

2.14.

a) 585+ 18 = 32.5 metros

b) (6823.72 + 30 x 20 x 5) + (8710.05 + 30 x 20 x 2) = $34359.13

) 60 — (623.5 + 14.5) = 17 litros

d) El martes baj6 8 °C, el miércoles bajo 7 °C, el jueves subi6 8 °C, el vier-

nes subié 4 °C, el sabado bajé 1 °C y el domingo subi6 9 °C

2.15.

a) 75+8=9.375, por lo que necesita 10 cajas

b) Hay varias soluciones a este problema; lo mas importante es tener en
cuenta que los paquetes deben tener un nimero par de calcetines. Una
posible manera de resolver el problema es pensar en 318 pares repar-
tidos entre 8 clientes. Como 318 + 8 = 39.75, un posible resultado es
enviar 40 pares a 6 clientes y 39 pares a los otros 2

¢) 1400 +89.90 = 15.57, por lo que puedo comprar 15 sillas

d) %+ %+ 1% =2%, por lo que debe comprar 3 litros de leche

2.16.

a) (35x2.5x2x4+10)+19 =3.68, por lo que hay que comprar 4 cubetas

b) 21 +6=3.5, por lo que hay que hacer 4 eliminatorias

¢) 276 +8=34.5. Puede hacer 34 paquetes y le sobran 4 camisetas

d) 34 +(15x20) = 0.1133... metros, por lo que la distancia entre las planti-
tas debe ser de 11 cm aproximadamente

e) (219 x4)+50 =17.52, por lo que debe compara 18 paquetes
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f) 137 + 4 =34.25, por lo que aproximadamente se podran hacer 34 vasos

de jugo

Seccidn 2.2: Operaciones con tres nimeros especiales: 0, 1, 10

2.17.
a) 532.43 d) 0.000326 g) 0.000487
b) 6325800 €) 6.34025701 h) 63148
¢) 0.006708 f) 0.015632 i) 57.01
2.18.
a) 1 e) 0.000014 i) 0.01687
b) 0.0156 f) 563471200 j) 0.0000021
¢) 0.0033 g) 0 k) 1234567.89
d) 0.521 h) 0.6041 1) 820.02
2.19.
Operacién Notacién Notacién
convencional cientifica
a) 123456789 + 987654321 1111111110 1.11111111 x 10°
b) | 0.3008 -0.3 0.0008 8x 10+
c) | 6975 x 18600 129735000 1.29735 x 108
d) | 0.007 x 0.007 0.000049 4.9x10°
e) | 14400 x 2197000 31636800000 3.16368 x 10"
f) | 14400 + 2197000 0.006554392353 6.554392353 x 10
g) 4 + 598 0.006688963211 6.688963211 x 10
h) | 45 +0.0000002 225000000 2.25x 108
1) m— 0.00316227766 3.16227766 x 10
J) 0.000012 0.0000000001 1x 107
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2.20.
Operacion Notaciéon Notacién
convencional cientifica
a) | 0.056 + (- 0.00043) 0.05557 5,557 x 102
b) 13485628 x 5314298 71666645910000 7.166664591 x 103
c) | 532771 x 728667297 388212804500000 | 3.882128045 x 10™
d) 397 x 1954 775738 7.75738 x 10°
e) | 45x 32 1440 1.440 x 108
f) 0.3 + 1289 0.000232738557 2.32738557 x 10+
g) 0.08 + 0.00085 94.11764706 9.411764706 x 10
h) 18 + 198 0.09090909 9.090909 x 1072
i) | 0.4908 —0.4855 0.0053 5.3x10°%
J) .001 - .005 -0.004 -4 x 103
k) m 0.002 2x10°%
1) | 0.000004% 0.000000000016 1.6x10™
m) 125000 x 208400 26050000000 2.605 x 10"
n) | —640000 +.00002 —32000000000 -3.2x 101
0) 1 x 350 0.002857142857 2.857142857 x 103
p) 0.03 x 0.0058 0.000174 1.74 x 10*
q) 235 + 100000 0.00235 2.35x 10
r) | —123 + 456789 —0.0002692709325 | —2.692709325 x 10+
s) —-999999 — 888888 —1888887 —1.888887 x 10°
t) | 2.2+999.999 0.0022000022 2.2000022 x 10
u) 99999 x 11111 1111088889 1.111088889 x 10°
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Seccion 2.3: Redondeo

2.21.
a) i) 1.2 i) —2.0 ii) 3.1
b) i) -1.15 i) 14.91 i) 3.14
) i) 1.360 i) —100.243 i) 3.142
d) i) 1.1548 i) —0.0898 iii) 3.1416
2.22.
a) | 1) 12.098 iv) 476.876 vii) —234.675
ii) -5.455 v) 0.286 viii) 4.568
iii) -0.600 vi) 88.889 ix) 0.025
b) | 1) 18.1 iv) 7.8 vii) 307.7
ii) =100.2 v) 25.3 viii) 1.0
iii) 12.1 vi) 6.8 ix) 0.0
¢) | i) 12.0986 iv) 9.8765 vii) 0.0038
ii) -5.4545 v) 1.0908 viii) 19.2838
iii) .0400 vi) 14.0000 ix) 0.0250
d) | i) -100.24 iv) 7.78 vii) 7.54
ii) 12.10 V) 25.26 viii) 0.33
iii) -1.33 vi) -6.79 ix) 0.03
2.23.
a) 0.443 d) 2.236
b) 0.068 e) 5.760
c) 12.751 f) 0.079
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2.24.
a) 0.407 h) -0.036 0) 0.887
b) -188.482 i) 0.030 p) 146.662
c) 0.512 j) 20.000 q) 0.132
d) 0.928 k) 18.574 r) 0.143
e) 0.001 1) 286.016 s) 0.663
f) -312.315 m)18.963 t) 3.209
g) 0.686 n) 0.154 u) 0.032
2.25.
a) i) 987654 i) 236 iii) 10
b) i) 98765 iy 7 iii) 1
<) i) 9877 i) 540 iii) 1
d) ) 10 iy 0 iii) 4
2.26.
a) o iii) 54300 V) -457
i) 5683 iv) 10 vi) -1
b) i) o iii) 446 V) —46
i) 8434 iv) 1 vi) —1
c) i) 56110 iii) 0 v) -871
ii) 1 iv) 567800 vi) -1
d) i) 534423 iii) 1 V) 0
i) 51335 iv) 1 vi) -897664
2.27.
a) 3,200 d) 6,437
b) 58 e) 115
¢) 310,000 f) 1,700,000
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2.28.

a) 89,071,000 d) 5,600

b) 5,380,000 e) 1

c) 34,000 f) 2,301,000,000
2.29.

a) 18,521 x 200 x 23.51 = $87,085,742. Se puede presupuestar una cantidad
de 88 millones de pesos 0 mds para el programa.

b) Sin contar los nudos y lazadas, cada caja requiere
4x (0.85 + 0.30) + 2x (0.30 + 0.30) = 5.8 metros. Calculando aproximada-
mente 30 cm para nudos y lazadas, cada caja se lleva aproximadamente

6.1 metros, y los 65 metros le alcanzan para 10 cajas.

2.30.

a) 90 =8 =$11.25, pero esa cantidad no es practica. Si Dofnia Lupe renuncia
a algo de la ganancia puede vender las rebanadas a $11, o bien a $11.50
0 $12.00, que le dejarian mds ganancia.

b) 27x2x3.14x7.5=1271.7 cm, por lo que es conveniente comprar 13 me-
tros.

¢) La ganancia debe ser de $6.18 por cada cuaderno, por lo que debe ven-

der cada uno a $34.

Seccién 2.4: Medicion

2.31.

a) 0.56362 km f) 567cl k) 54,600 m?

b) 31277 m g) 5.6842 kg 1) 32,400,000 cm?

¢) 32.7 mm h) 5,200 mg m) 0.000043 dam?

d) 5.631 dm i) 3,240 ug n) 45dm?

e) 5.631 j) 0.36 dm? 0) 56,045,000,000 1

365



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

2.32.

a) 63,620 m

b) 4.56 cm

c) 1.3481 mm
d) 189.46 km

e) 55,600 cm

f) 2,100,000 mm
g) 0.547 cl

h) 8.711

2.33.
a) km

b) Horas y/o minutos

c) mg

2.34.

a) kgy/o gramos
b) gramos

¢) horas

d) litros (un barril de petréleo son

aproximadamente 159 litros)

e) toneladas
f) cm
g) cm
h) ml

i) afos luz
2.35.

a) 125¢g
b) 3.875kg
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i) 0.871dal
j) 0.52ml
k) 7071.2 mg
1) 0.250kg
m)0.1674 cg
n) 3,240 ug
0) 420 cm?
p) 563,400 ha

d) mm
e) m’

f) ‘Co°F

) e
k) ha o m2
1) m?
m)cm o m
n) mol
o) $

p) g

q) 5571 mm?

r) 0.0324 cm?®

s) 4.701 m?

t) 5,640,000,000 m?
u) 261,000 mm?

v) 48.31kl

w) 3.206 m®

x) 888 dl

g) segundos
h) litros

q) afos (11.86 afos)

¢) 1234.8 km/hora
d) 110,500 1

e) 10ml
f) 79.9 kg
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2.36.

a) 750 ml

b) Aproximadamente 14.8 km/I

¢) Aproximadamente 9.5 mm (un poco menos de 1 cm)

d) Aproximadamente 3 gramos (recuerda que en una hoja se imprimen
dos péginas del libro)

e) 3.78 m?

f) Para 50 tomas

g) 168 cm =0.168 dam

2.37.

a) 8 anosy 4 meses f) 600 minutos

b) 2 anos, 9 meses y 0 dias g) 1horay 40 minutos

¢) 3 mesesy 10 dias h) 600 segundos

d) 240 horas i) 1 minuto y 40 segundos

e) 4 diasy 4 horas

2.38.

a) 84 meses h) 200 horas

b) 130 meses i) 12 diasy 12 horas

¢) 2anosy 10 meses j) 610 minutos

d) 3960 dias k) 3600 segundos

e) 1afo, 6 mesesy 10 dias 1) 305 segundos

f) 212 dias m) 2 minutos y 36 segundos

g) 72 horas

2.39.

a) 11.18 horas d) 27:07 minutos

b) 11:07 horas e) 8:23:12 horas = 8.3867 horas
¢) 25.2 minutos f) 8.2312 horas = 8:13:52 horas
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2.40.

a) 8.5 horas d) 15:09 minutos

b) 8:18 horas e) 10.1694 horas

¢) 15.25 minutos f) 10:06:04 horas

2.41.

a) 92 minutos d) 130 meses y 13 dias
b) 2:33:00 horas e) 12:32 pm

¢) 2.28 horas f) 3horasy 20 minutos
2.42.

a) 2.5anos

b) 4:45 horas

¢) El 14 de julio de 2022, 2.33 siglos

d) 1 minuto y medio

e) La mdquina B porque se tarda .015 de minuto por botén, mientras
que la A tarda .016875 de minuto por botén. Otra forma: la mdquina B
produce 67 botones por minuto, mientras que la A produce 59 botones
por minuto

f) Domingo (uno de los cuatro anos es bisiesto)

2.43.©

a) No tiene sentido repartir la altura de la ciudad entre los habitantes.

b) No se pueden sumar anos, habitantes, metros y grados: la suma no
tiene ningun sentido

¢) Aunque 200x20=5x800, la masa requiere de cierta temperatura. En una
receta no se pueden cambiar asi los tiempos y las temperaturas

d) Si no se especifican las dioptrias para cada ojo, a cada uno le toca la
misma graduacién: 2.5 dioptrias

e) El mismo tiempo: un minuto
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 3:
LETRAS EN EXPRESIONES MATEMATICAS

Seccidn 3.1: Uso de letras en expresiones matematicas

a) Cesuna variable, 2 es una constante, 7 es una constante (3.1416) y r es
una variable (longitud del radio)

b) A es una variable, 7t es una constante (3.1416), r es una variable (longi-
tud del radio) y la potencia 2 es una constante

¢) v,dy tson variables

d) miny hr son ala vez variables y unidades de medida; 60 es una constante

e) D esuna constante (= 9.4608x10'2 = 9,460,800,000,000: mas de 9 billones
de km), ¢ es una constante (= 300,000), 60, 60, 24 y 365 son constantes

f) vesvariable, g es constante (= 9.81) y t es variable

g) P, Ty tson variables

h) h, ¢, y ¢, son variables; en ¢ la potencia 2 es una constante y el subin-
dice 1 etiqueta a uno de los dos catetos, y en ¢ la potencia 2 es una
constante y el subindice 2 etiqueta al otro cateto

i) a,by cson constantes, x es una variable y la potencia 2 es una constante

3.02.

a) V esuna variable, 4, 3 y 7t (3.1416) son constantes, r es variable (radio
de la esfera) y la potencia 3 es constante

b) A es una variable, 4 y 7t (3.1416) son constantes, r es variable (radio de
la esfera) y la potencia 2 es constante

¢) A, Py ason variables y 2 es constante

d) °C y °F son a la vez variables y unidades de medida, 32 y 1.8 son
constantes

e) P, masay superficie son variables, kg y m son unidades de medida, la
potencia 2 es constante

f) d,myvson variables

g) a,v, v,y tson variables; en v,y v, los subindices f ¢ i etiquetan respecti-

vamente a la velocidad final y la velocidad inicial
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h) T, Fy d son variables

i) F,my ason variables

Seccion 3.2: Subindices y sumatorias

3.03.

a) 57
b) 48
c) 14

3.04.

a) 102.4
b) 49.0
c) 313

3.05.
a) 401
b) 47
c) 20.02
d) 42,917

3.06.

a) 61.3
b) 1173.42%=1,615,699,008
) 25,733,7982=662,228,359.5

d) 1,327
e) 3,249

d) 1,781.34
e) 10,485.76

e) 160,801
f) 2,209
g) 207.16

d) 7
e) 22,364.613
f) 36.9°=50,243.409

3.07.

a) 7 d) 142=196 g) 268

b) 105 e) 14°x1>=196 h) 268x105=28,140
¢) 14x1=14 ) 1 i) 142=196
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3.08.

a) 0.12=0.01 d) 0.1x(=1.2)=—0.12 g) —1.2
b) 1.19x1.32=1.5708 e) 0.01x1.44=0.0144 h) 1.32
c) 0.14 f) (=0.12)2=0.0144 i) 1.19

EJERCICIOS DEL CAPITULO 4:
CALCULOS

Seccién 4.1: Jerarquia de las operaciones

4.01.

a) 38 e) 4 i) 0

b) -6 f) -6 i

c) 3 g) 70

d) -57 h) 70

4.02.

a) 6 e) 40 i) 3

b) 10 f) 2 j) 9

c) -10 g) 9

d) -1 h) 9

4.03.

a) 8,822 d) 89.3333.... g) 0.016614386
b) -56 e) 7 h) 10,384.2
¢) 100.825 f) 7
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4.04.

a) 1,988 h) 144.5714286 0) 41.12857143
b) 1,650 i) 1,200 p) 997.1567398
c) 765 j) 15.83333333 q) -15,141.33333
d) -35 k) —2.384615385 r) —1,224.757895
e) 1,849,600 1) 50.66666667 s) —2,532.344262
f) 129,960,000 m) 10.05714286

g) 11.78526679

4.05.

a) 3+45x20-2 =991
b) 3+4.5x(20-2) =984

4.06.

a) (120-18)+6 + 30 = $47
b) 12018+ 6 + 30 = $147

n) 6.601360544

C) (3+4.5)x20-2=$148
d) 3+45)x(20-2)=$135

) (120 —18) = (6 + 30) = 2.83m
d) 120 - (18 + 6 + 30) = $87

Seccién 4.2: Numeros muy grandes y muy chicos

en la calculadora

4.07.

a) 0.000000064 = 6.4x10°

b) 20,200,000,000 = 2.02x10"
¢) 0.001955= 1.955x107

d) 0.0000000002 = 2x10"

4.08.

a) 10,050,062,500 = 1.00500625x10
b) 63,572,000,000 = 6.3572x101
¢) 1,000,000,000,000 = 1x1072
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e) 0.025 = 2.5x102

f) 2,373,046,875 = 2.373046875x10°
g) 112,279,000,000 = 1.12279x10"
h) 738,000 = 7.38x10°
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d) 0.0062152 = 6.2152x10°

e) 0.0007745966692 = 7.745966692x10*
f) 1,001,500,750,000 = 1.00150075x102
g) 0.00217295603 = 2.17295603x10°

h) 15,000,000,000,000,000 = 1.5x101

i) 0.00000000002 = 2x10™"

j) 2,357,947,691 = 2.357947691x10°

k) 60 =6x10

1) 1,235,000,000,000 = 1.235x10"
m)0.0016 = 1.6x10°

n) 0.00000625 =6.25x10

0) 52,500,000,000 = 5.25x10%

p) 6,430,855,450 = 6.43085545 x10°

q) 0.0011 = 1.1x10?

r) 0.000000000000125 = 1.25x10-'3

s) 0.000000000001 = 1x10-2

t) 0.0000000006407791875 = 6.407791875x10-0

4.09.

a) 25,001,000.01 = 2.500100001x10”  d) —0.004949 = —4.949x10*
b) 2,510.01 = 2.51001x10° e) —0.830584 = —8.30584x10"'
¢) -455,000,000,000= —4.55x10™"

4.10.
a) —44.44 = -4.444x10 d) 126.5543362 = 1.265543362x102
b) 30.033003 = 3.0033003x10 e) 160,320.16 = 1.6032016x10°

¢) -0.0000125 = —1.25x105
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Seccion 4.3: Calculo de formulas utilizando la calculadora

4.11.

a) 10.001 d) 4.638 g) 3.735
b) 2.758 e) 35.760 h) -3.333
) —346.087 f) 374.754

4.12.

a) 77.47 k) 0.01

b) 39.90 1) 39.29

c) 1.18 m)0.78

d) 6.22 n) 0.63

e) 196.62 0) —10.47

f) 10.89 p) —44.99

g) 0.15 q) 579.96

h) 5.05 r) 58.23

i) -1893.69

j) 0.00 (en la calculadora aparece
como 1.27600567x104

4.13.

a) 13.6744 C) 29.9546 e) —1.0000
b) -2.9661 d) 47.0388

4.14.

a) 1.0 d) 0.1 g) 12,024.9
b) 3.0 e) 0.3 h) 0.1

c) 1.1 f) 75
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4.15.

a) (46821 +0.014 x 6071) 219 = 1
50
[50x0.0014+m] o
[111%(—6.201)x(—44.083)]

<) J<1 +/[2+W]>=1.839

d) J[{(3.1416 — (-44.083)x(6071+32.79)}| 1/[111 —4.13 x (—44.083)] = 48,589.788
{0.0014+0.032}

{3 +/[2x0.0014 + 1/6071]} 6.201] |7
e) ] =0.974

3.1416 T [B2.79x 1M1

4.16.
a) 253,467.97 c) -8.39 e) 1.17
b) -3.88 d) 112,423.24

EJERCICIOS DEL CAPITULO 5:
PROPORCIONALIDAD Y PORCENTAJES

Seccidn 5.1: Proporcionalidad directa e inversa

5.01.

a) Las variables son velocidad y tiempo; se tiene una variacién inversa-
mente proporcional, cuya constante de proporcionalidad es 600 cen-
timetros.

b) En ambos casos las variables son cantidad de gasolina y kilémetros
recorridos. En la primera serie de pruebas la variacién es directamente
proporcional; la constante de proporcionalidad es de 15 km recorridos
con cada litro de gasolina, o bien de 0.067 litros por cada kilémetro. En
la segunda serie de pruebas, no hay proporcionalidad. La diferencia se
puede deber a que, en la primera, otras condiciones que pueden afec-

tar el consumo de gasolina estdn controladas (trafico, calidad del aire,
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&

cantidad de frenadas y arranques, peso transportado, etc.), mientras
que en la segunda estas condiciones varian mucho en el uso normal.
Las variables son cantidad de trabajadores y cantidad de dias. No hay
entre ellas relacién de proporcionalidad.

Las variables son largo y ancho; se tiene una variacién directamente
proporcional. La constante es 1.6 centimetros de largo por cada centi-
metro de ancho, o bien 0.6 centimetros de ancho por cada centimetro
de largo.

Las variables son la altitud (ya sea en pies o en metros), la tempera-
tura (ya sea en grados Fahrenheit o centigrados), y los ingredientes de
las recetas mencionados en la tabla. Aunque si hay proporcionalidad
directa entre la altitud medida en pies y la medida en metros (cuyas
constantes son 3.28 pies por cada metro o bien 0.30 metros por cada
pie), la altitud no tiene relacién de proporcionalidad con ninguna de
las otras variables. Tampoco hay proporcionalidad de las otras varia-

bles entre si.

5.02.

a)

b)

&

e)

Las variables son la cantidad de pares y el importe cobrado; hay una re-
lacién de proporcionalidad directa entre ellas. La constante de propor-
cionalidad es $45 el par de calcetas (la otra seria 0.02 de par de calceta
por cada peso, pero eso no tiene sentido).

Para cada prenda, las variables son la cantidad de prendas y el precio.
Salvo en el caso de las sudaderas, no hay proporcionalidad entre las
variables. En el caso de las sudaderas hay proporcionalidad directa; la
constante de proporcionalidad es $240 por cada sudadera (la otra cons-
tante seria .004 de sudadera por cada peso, pero no tiene sentido).

Las variables son el tiempo y la cantidad de células; no hay proporcio-
nalidad entre ellas.

Las variables son el tiempo de resolucién y la calificacion; no hay pro-
porcionalidad entre ellas.

Las variables son la cantidad de personas y el pago individual. Hay entre

ellas una proporcionalidad inversa; la constante es 4,200 pesos x persona.
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f)
g)

Las variables son peso v talla; no hay proporcionalidad entre ellas.
Las variables son largo y ancho. Hay entre ellas una proporcionalidad

inversa; la constante es, justamente, el 4rea: 3600 cm?.

5.03.

a)

Hay proporcionalidad directa; los valores unitarios son 2.5 afios por
cada centimetro o bien 0.4 centimetros (es decir 4 milimetros) por cada
ano.

No hay proporcionalidad directa.

Hay proporcionalidad directa; los valores unitarios son un peso por
minuto o bien un minuto por peso.

Hay proporcionalidad. Los valores unitarios son %2 kilémetro por dia
(en promedio), o dos dias por kilémetro.

No hay proporcionalidad, debido al “banderazo” y a las cuotas distintas

por kilémetro o por tiempo de no circulacién.

5.04.

a)

b)
c)

d)
e)

£)

g)

Hay proporcionalidad. Los valores unitarios son una guayaba verde
por cada 4 guayabas, o bien % de guayaba por cada guayaba verde.
Esto es francamente desproporcionado. ©

Hay proporcionalidad. El valor unitario es un politico honesto por tres
deshonestos (el otro valor unitario serfa % de politico deshonesto por
cada honesto, pero no tiene sentido)

No hay proporcionalidad.

Hay proporcionalidad. Los valores unitarios son 80 kilémetros por
cada hora, o bien 0.0125 de hora por cada kilémetro (0.0125 de hora
son 45 segundos).

Hay proporcionalidad. Los valores unitarios son $8.75 por cada kilo o
bien 0.114 de kilo (es decir, 114 gramos) por cada peso.

No hay proporcionalidad. El “banderazo” esta afectando el precio pa-

gado por kilémetro.
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5.05.

a) En la Ciudad de México, la densidad es de 5,956 habitantes por kil6-
metro cuadrado.

b) En BCS, la densidad es de 8.6 kildémetros cuadrados por habitante (en
la misma superficie en que en BCS vive en promedio un habitante, en la

Ciudad de México viven méds de 50,000 habitantes).

5.06.

d : distancia en cm 08| 1 4 | 4|6 (56| 8 |72]10

f: tiempo promedio enseg| 1 (125 5 | 5 |75 7 |10 | 9 |125

5.07.
X 2 3 5 7 8 9 10
a)
y | 48 7.2 12 16.8 19.2 216 24.0
X 1 5 10 20 6 16 220
b
) y | 1450 | 725 145 290 87 232 3190
X 3 0 6 9 30 12 9
c)
Y 5 0 10 15 50 20 15

5.08. Los siguientes resultados estdn redondeados a tres cifras deci-
males cuando es necesario.

x | 5.1 10.2 0 1 2.125 2 4.25
a)

y | 24 4.8 0 0.471 1 0.941 2

X | 363 11 11 1 2 0579 | 1.158
b)

Y | 627 19 19 1.727 | 3.455 1 2

X 65 2 0.455 7 1001 | 4.221 | 0.130
<)

Y | 1001 | 308 7 108 |154154| 65 2
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0.105 1 0.75 0 0 0.14 0.079

Y 0.14 1.333 1 0 0 0.187 0.105

5.09.

X: Contenido | 100 g | 200 g| 250 g | 300 g |500 g | 750 g | 1000 g | 2000 g

Y: Cantidad 100 50 40 |3333| 20 |13.33 10 5

Observa que el valor obtenido en la cuarta columna (33.33), es un
resultado que aunque sea matemdticamente correcto, no tiene sen-
tido en el contexto planteado. Esto puede ocurrir en distintas cir-
cunstancias, por lo que es importante revisar los resultados en el
contexto en el que se esté trabajando. ;Cudl otro resultado no tiene
sentido?

5.10.
a)

2.18 = 2 horas 3 | 4 |343=3horas |25

X: tiempo en horas . .
con 11 minutos con 26 minutos

Y: velocidad prome-

1 7
dio (km/hr) 0 80 | 60 0 %

b) A 240 minutos

Seccién 5.2: Problemas con proporciones

5.11.

a) 0.113 litros por cada m? $8000
b) 37.5 segundos
¢) 2.8litros
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5.12.

a) 7.5 litros

b) La comisién es de $1,200 por cada refrigerador, en mayo cobré $14,400

¢) La Calzada de los Muertos mide algo mds de 2 km, la Pirdmide del Sol
mide 220 m de lado en su base, y es ligeramente mayor que el Zdcalo

de CDMX, porque tiene una superficie de 48,400 m?

5.13.

a) Quedaron igual (2 de azul por cada 3 de amarillo)

b) Las de alta definicién son mds anchas; una manera de llegar a este re-
sultado es viendo que en las normales por cada centimetro de alto hay
1.33 cm de ancho, mientras que en las de alta definiciéon por cada cen-
timetro de alto hay 1.78 cm de ancho

¢) En Historia porque obtuvo 7.6

5.14.

a) “La Cachucha” porque en “El Chapulin” salen a $360 el ciento
b) Las dos caminan a 0.8 cuadras por minuto, o a 1% minuto por cuadra
¢) 80 adultos; 500 nifios y 400 adultos; a la primera funcién entraron pro-

porcionalmente mds nifios

5.15.

a) Carmen $118,966, Mireya $268,966 y Rosalinda $201,069
b) 7% bolas de verde, 4.89 bolas de azul y 9.78 bolas de lila

5.16.

a) 20 a Luis, 100 a Pedro, 60 a Josefa y 40 a Yessica

b) Redondeando al gramo, 547.327 kg de hierro, 634 g de carbono,
15.842 kg de manganeso, 317 g de fosforo, 238 g de azufre, 5.941 g de
silicio, 150.495 kg de cromo y 79.208 kg de niquel (eso da 800.002 kg

por los redondeos)
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¢) 2,500 cuentas de plata, 1,500 cuentas de vidrio, 2,000 cuentas de cuarzo

y 1,000 cuentas de jade.
Seccién 5.3: Porcentajes
NOTA: Las respuestas a los ejercicios 5.19 a 5.34 estdn redondeadas a

una cantidad arbitraria de cifras decimales, porque no tienen contexto
que determine la cantidad apropiada.

5.17.

a) 0.89% c) 33.3%

b) 203% d) 2%

5.18.

a) 18.5% e) 375% i) 4.76%
b) 16.67% f) 38.89% i) 10%
) 8% g) 23.6%

d) 0.1% h) 263.3%

5.19.

a) 282 c) 477

b) 89 d) 0.53

5.20.

a) 1357 d) 14.6 g) 8.7
b) 1.24 e) 1.12 h) 80,808
) 2 f) 2.8
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5.21.

a) 0.129 d) 100
b) 4,856 e) 1.61
c) 120,588 f) 7.7
5.22.

a) 347.2 e) 3,231
b) 776 f) 0.1

c) 406 g) 1.81
d) 100 h) 60.8
5.23.

a) x=6,726

b) x%=0.63%
¢) x=1,300,278

5.24.

a) x=780.34
b) x%=302%
c) x=97,857
d) x%=5%
e) x=114.7
f) x=12,760

5.25.

a) 135.34
b) 6.96
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g) 20
h) 2

i) 0.91
j) 3739

d) x%=1,200%
e) x=2,520
f) x=1,088

g) x=0.000169
h) x%=9.09%
i) x=0.058
i) X%=0.5%
k) x=1

1) x=350

c) 1.5706
d) o
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5.26.

a) 6,731 d) 17,960

b) 9 e) 68.11

) 7.77 f) 0.0792
5.27.

a) 1.71 c) 1,391

b) 11,748 d) 47,163
5.28.

a) 11 d) 0.17

b) 62,992 e) 224.82

c) 56.24 f) 225

5.29.

g) 87+13=100 i) 22.5+23.5=46
h) 118-18=100 ]) 9.0011 — 0.0855 = 8.9156
5.30.

a) 1.556 +0.044=1.6

b) 100,000,000 - 99,000,000 = 1,000,000

) 0.299 +0.442 = 0.741

d) 18,969 + 37,938 = 56,907

e) 7-14=-7.0bserva que siempre que a un nimero se le reste mas de su
100% el resultado necesariamente es negativo

f) 22-4=18
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5.31.

a) x=40.63 f) x=0.168

b) x% =31% g) x=1,853,280

¢) x=1,927.866 h) x% =44.6%

d) x=81,633 i) x=2.01

e) x%=178.6% i) X% =14%

5.32.

a) x=1581 f) x% =312.5%

b) x% =37.8% g) x=0.903

c) x% = 158.6% h) x% =99.9%

d) x=1.0296 i) x=0.0997

e) x=63.336 j) x=0.143

5.33.

a)

PRENDA pantal6n | camiseta | vestido | blusa falda blusa | falda
PRECIO MARCADO |  $300 $50 $500 $200 | $275 $180 $400
DESCUENTO $75 $12.50 | $125 $50 $68.75 $45 $100
MONTO A PAGAR $225 $37.50 | $375 $150 | $206.25 | $135 $300

b) 478 alumnos

¢) 65% de mujeres

d) 27 vacas

e) $51.30

f) 686 mm

g) La estufa subi6 12.76% y el refrigerador 13.56%
h) $2,168

i) $1,723.90 en 2010; en la zona C el salario es 5.2% menor que en el D.F.
j) 139% de la poblacién normal

k) $1,250.48

1) 2,627 4rboles

m) S{ son compatibles; los nuevos pesan 2.567 kg

384



Respuestas a los ejercicios

5.34.

a) 7.8%

b) 8.6%

c) $310

d) 5.9%

e) 267.24km
f) 2665 alumnos
g) $211.50

h) $1,168.75

1) 4.8%

5.35.

a) 5,287 alumnos

b) Matriz: 15.4%; Sucursal: 28.6%
¢) Pierde $221.75 que es 4.2%

d) 70.3%

e) 9.13%

5.36.

a) $236.64

b) 57.5%

c) 85

d) La blanca lleva 24% mds palmas

y la azul lleva 16% menos

5.37.

a) $30.25
b) $2,214.55
c) 8.1%

d) $371.85

j)  $3,058.60 y $489.40
k) 141 personas

1) 1,739 arboles

m) $1,582.24

n) 60kg

0) 60%

p) $297.93

q) $3,380y $845

f) En primaria hay 160 hombres y
175 mujeres, en secundaria hay
124 hombres y 90 mujeres; en
total en la escuela son 51.7% de

hombres y 58.3% de mujeres

e) Pierde $761.90

f) 47.6%,$17,121.60

g) 28% de rojo, 42% de blanco y
30% de azul

h) 12.9%

e) 4.9%
f) 9.9%
g) $11,956.75
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5.38.

a) 1,071,250 kg d) 42.6%

b) En 2012 vendieron 35,714 cajas e) 6,118,881 kg
y en 2011 vendieron 41,673 f) 71,560 kg

c) 848kgen2012y989 kgen 2011 8) 16.7%

5.39.

a) 17.3% c) 66%
b) 27.5% d) 21.3%
5.40.

a) 52.6% d) 50%
b) 13.8% e) 17.2%
c) 75.2% f) 33.5%
5.41.

a) 10% c) 111%
b) 90% d) 11.1%
5.42.

a) 20% d) 115.2%
b) 15.2% e) 83.3%
c) 38.3% f) 138.3%
5.43.

a) Sitiene sentido; por ejemplo, se entrevist6 a 120 personas y 16 dijeron
estar a favor del partido P**.

b) No tiene sentido porque, si se considera siempre con respecto al con-
tenido en 2003, para 2007 este volumen habria disminuido en 120%,

y eso es imposible. Si la presa disminuye con respecto al volumen del
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c)

d)

e)

afio anterior, si se podria decir que en 2004 queda el 60% y de ese 60%
se pierde en 2005 el 30%, por lo que queda 42% del contenido de 2003,
y de ese 42% se pierde en 2006 el 40%, por lo que queda 25.2% del con-
tenido de 2003, y de ese 25.2% se pierde en 2007 el 10%, por lo que en
2007 queda el 22.68% del contenido inicial de 2003.

Para el azucar si tiene sentido; por ejemplo, si el kilogramo de azdcar
costaba $25 entonces aument6 a $55. Pero para las computadoras no
tiene sentido ya que eso significaria que ademds de llevarnos la compu-
tadora, nos darian dinero.

Si tiene sentido; por ejemplo, a la larga, de cada 1,000 personas, 8 tienen
esa deformacién congénita.

No tiene sentido porque 0.5% es menos de 1% y no es posible que ha-

yan nacido tan pocas mujeres.

5.44.

a)

c)

&

Para el aumento de la red caminera si tiene sentido; si por ejemplo, la
red de caminos tenia 10 km entonces aumentd a 23.4 km, es decir, hubo
un aumento de 13.4 km. Para las reparaciones no tiene sentido porque
no es posible reparar més camino del que hay.

Si tiene sentido; por ejemplo, si en ese pais hubiera 1,000,000 de per-
sonas y la riqueza nacional fuera de 200,000,000 dineros, entonces
50,000 personas poseerian 180,000,000 dineros.

Este razonamiento no es correcto porque al volver a pintar solo dos
carriles, estos regresaron a su anchura original, por lo que no se puede
hacer la comparacién porcentualmente.

Si tiene sentido; si por ejemplo la rebanada de pan blanco tiene 4 gra-
mos de fibra, la de pan integral tiene 4.8. Sin embargo, el mismo por-
centaje aplica a todo el paquete: 100 gramos de fibra en el paquete de
25 rebanadas de pan blanco y 120 gramos en el de pan integral.

Si tiene sentido; por ejemplo, si el afio pasado habia 100 campesinos y

28 se fueron de la region, ahora quedan 72 campesinos.
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INDICE TEMATICO

Para acceder a cada tema, dale clic a la pdgina correspondiente

Indice de simbolos. Ver
también la entrada "simbolos"

+ 93,102,109. Ver suma

93,94, 102, 109, 203. Ver resta;
Ver nimeros negativos

204

95,104, 110, 203. Ver multipli-
cacion

96, 110, 203, 242. Ver division

V12,99, 111, 113, 231. Ver raiz
cuadrada

__(rayade fraccion) 40, 96, 203,
230, 242, 243. Ver fraccio-
nes; Ver divisién

. (punto decimal) 18, 52. Ver

I+

X

decimales
- (punto para denotar la multipli-

cacion) 95,203

: 96,176,203, 286. Ver division;
Ver medicion del tiempo;
Ver razon

. 205

:: 286. Ver razén

" 205

” 173,205

* 95,203,205

~ (barra arriba de una letra) 205

/ 41,96, 203, 242. Ver fracciones;
Ver divisién

1 204,205

= 23,24, 80, 150, 189, 204

# 24,25, 80, 204. Ver desigualda-
des

205

204, 205

147,150, 204

204
205

Y 1

Jm
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| 204

|...| 35-36,204

(...) 203,204, 206, 243. Ver pa-
réntesis

[...] 84,203,204, 246. Ver cor-
chetes

{...} 203,204, 246, 249. Ver llaves
(...) 203. Ver paréntesis angulares

" 97,203, 205
A 205
Vv 205

< 23,24, 80, 81, 82, 84, 204. Ver
desigualdades

24, 80, 81, 82, 204. Ver des-
igualdades

23,24, 80, 81, 82,204. Ver des-
igualdades

24, 80, 81, 82, 204. Ver desigual-
dades

A, a (alfa) 199,203,204
B, B (beta) 199

C 76,112,201

A, & (delta) 199, 205

d 205

E, e (épsilon) 199, 204
H, n (eta) 199

I, 1 (iota) 199

K, x (kappa) 199

M, p (mu) 199

N 76,112,201
N, v (nu) 199

O, o (émicron) 199

I, 7t (pi) 198,199
P, p (rho) 199

Q 76,112,201

IN

Vv

v
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R 76,112,201

2,0,G (sigma) 199, 214, 215, 216,
217. Ver sumatoria

g, £ (ksi) 199

T, T (tau) 199

V 205

X, X (ji, chi) 199
Y, v (apsilon) 199

7, 76,112,201
7, ( (dzeta) 199
I, y (gamma) 199

0, 0, 9 (theta) 199
A, A (lambda) 199
@, ¢, ¢ (phi) 199

¥, v, (psi) 199
Q, w (omega) 199

% 307. Ver porcentajes

%0 311
%00 311

o 86, 87,199, 203, 204
o« 199,204

n 204
U 204

C 204
€ 83,204
¢ 83,204
€ 204
& 204
v 205
3 205
A 205

= 205
< 205

-3- 204
[ 205
< 205



Indice temdtico

1 205
| 205
A 199,205
V 205

Indice de teclas
de calculadora. Ver también
la entrada "teclas"

G n
&= 11

&

&

30, 59, 93, 230

30

310

B 11,243
97,265

& 11,97,182, 226,243
@ 12,80, 243

265

265

265

2nd 12

137, 141, 265

@36
14,259
@3 265
14, 259
EB 14,259
265
Fn 12

263

e 11, 64, 96, 137, 143, 237, 259,
260

264

@ 2
264

265

12,97, 242,265
97,265

97,265
265

Indice tematico

0 operaciones con 135

1 operaciones con 136
A

absoluto, valor 35
de la diferencia 120
ac, abreviacion de acre 172
alfabeto griego 199
algoritmo 93,101, 108
angulo 201, 205
ano 175
ano luz 173
aproximacion. Ver redondeo
aproximadamente 147, 148
asociativa, propiedad 114
asterisco

para denotar multiplicacién 203
B

barra 205

billéon 22, 235
confusion entre inglés y espafiol

22
biprima 205

391



Aritmética y algo mds para estudiantes de ciencias sociales

bit 174

braza 173

bu, abreviacién de bushel 172
byte 174,175

C

C 60,112,201

¢ (constante) 197, 198

calculadora 7,9, 10, 15, 235, 238,
241, 266. Ver también

teclas

correccion de errores 258

forma de expresion de los nime-
ros 237

letreros en la pantalla 11, 263,
266

memoria 263

modo aritmético 11

modo Comp 11

modo de regresion lineal 11

modo estadistico 11

para calcular porcentajes 310

teclas. Ver teclas

uso para ordenar numeros 23,
32,50, 64

centena 19
centésimo 54
centi- 166

cero 21,135
elevado a la potencia cero 99,
116,118,135
en los numeros decimales 55, 58
operaciones con 115,116, 135

cien
tantos por 308
cientifica, notacion 142

cifra decimal 52

392

cociente 96

el porcentaje como - 309

la fraccion como - 46
comparacion de razones 294, 299

complejos, nimeros 76
congruentes 205
conjunto vacio 204

conmutativa, propiedad 114

constante 197
c 198
de proporcionalidad 273, 279,
283,309
e 198
g 198
pi(m) 198
conversion
de fracciones a numeros decima-
les 58
de unidades de tiempo 176, 180

corchetes 203
para denotar intervalos cerrados
84
para marcar el orden en que se
hacen las operaciones 246
cu yd, abreviacion de yarda ctibica

172
cuarta proporcional 294, 295

D

deca- 166
decena 19
deci- 166

decimal 52
cifras 52
digitos 52
expresion de nimeros reales 74
orden 59
decimal, fraccién 52



Indice temdtico

equivalencia 49
significado 52

decimal, nadmero 52,76
ceros en los - 55,58
conversion de fracciones a 58
periodos 59
periodos de 9 59, 60, 77, 153
porcentajes como 309
punto 18,52
repeticion de ciclos o periodos

59

significado 52

décimo 54
denominador 40
derivada 205

desigualdad 24, 26, 63, 79, 86, 87,
204
a<x<b 26

dia 175
diferencia 94

valor absoluto de la 120
digito 11,52, 57
dinero, unidad de medida 194
distinto 24
distributiva, propiedad 115

divisiéon 96, 104, 110, 203
casita dela - 96, 203
cero entre cualquier niumero
115,135
de enteros 113
de naturales 113
de racionales 113
de reales 113
entre cero 97,105,113, 115,116,
135
entre potencias de diez 138, 140
significado matematico de la-
101
uso dela 121

uso de la calculadora- 96
E

e (constante) 198

efecto espejo 34, 62, 66, 77

enteros, numeros 30, 76
divisién de - 113
multiplicacién de - 113
potenciacion de - 113
radicacién de - 113
restade - 113
suma de - 113

equivalencia
de fracciones 43, 44, 46, 56
de razones 286
légica 205
error de medicién 162
espejo 34, 62, 66, 77
estimacion 126, 254
Excel 95,97
existe 205
exponente 97, 98, 99, 232
cero 99,117,135
con operaciones 232
el 0 como - 99,116, 135
el 1 como - 116,136
negativo 98

F

factor 95

fl oz, abreviacion de onza 172

fraccionamiento de la unidad 39,
40, 52

fraccién 40
como cociente 46
como nimero 46
como operador 47
como razon 48
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de una cantidad 48

decimal 52,58, 59

decimal, conversion a 58

equivalente 43,46, 49, 56

impropia 42

lectura 42

mixta 42,45, 108

nombres 42

operaciones con 59

orden 49

porcentajes como 309

razones como 309

significados 46

simplificacion 45
fraccion decimal 52

orden 59

ft, abreviacion de pie 172

turlong 171
G

g (constante) 198

gal, abreviacion de galon 172
galén 172,174

GB 174

gigabyte 174,175

gradiente 205

gramo 166

griego, alfabeto 199

H

hectérea 170

hecto- 166
homonimia 187, 206
hora 175

I

i=1,..,n 213

394

i-ésimo(a) 213

igual 22,24, 60, 80

in, abreviacién de pulgada 172

inclusién de un conjunto en otro
204

incognita 194
indice 311

infinito 86, 87, 203
integral 205
interseccion de dos conjuntos 204

intervalo 79, 82, 86, 87
abierto 83
cerrado 84
de numeros reales 82, 86, 87
extremos 82
limites 82
pertenencia de un numero 83
semiabierto 84
semicerrado 84
uso de corchetes [ | 84
uso de paréntesis ( ) 83

J

j-ésimo(a) 217

jerarquia de las operaciones 224

K
KB 174
kilo- 166

kilobyte 174,175
kilogramo 166

L

Ib, abreviacién de libra 173
letras 187,198, 200
libra 173,174



Indice temdtico

literal 193
litro 166
llaves 203, 246

M

matriz 208
mayor 23,24, 33, 50, 64, 80, 86, 87
o igual 24, 80, 86, 87

MB 174
medicidn, unidades estadouniden-
ses 171

megabyte 174,175

menor 23, 24, 33, 50, 64, 80, 86, 87
o igual 24, 80, 86, 87

mes 175

metro 166
cuadrado 166
cubico 166

mi, abreviacion de milla 172
micro- 166
milésimos 54
mili- 166
milla 171,173
nautica 173
millar 19
millon 19
minuto 175
multiplicacién 95, 103, 110, 203
de enteros 113
de naturales 113
de racionales 113
de reales 113
notacién dela 95

por cero 115,135
por potencias de diez 138, 140

significado matematico de la-
101

uso dela 120

uso de la calculadora- 95

N

N 76,112,201

natural, nimero 18
division de - 92
multiplicaciéon de - 113
potenciacion de - 113
radicacién de - 113
restade - 113
sistema de numeracion 18
suma de - 113

negativo, nimero 30
operaciones con 92,243

n-ésimo(a) 168

notacion cientifica 142

nudo 173

nueve periédico 59

numeracion, sistema de 18, 53

numerador 40

numero 18, 87
0 21,30
cero 21, 30
complejo 76
decimal 52,74,76
desigualdad 24, 26, 80, 86, 87
entero 18,76
fraccionario 39
fraccion 40
fraccion como 46
fraccion decimal 52
natural 18,76
negativo 30, 66, 93
operaciones 113
orden 23,29, 32, 35, 49, 51, 60,
67,77,79
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porcentaje como 309
positivo 30, 66

racional 39,76

real 74,76

redondeo 145, 148, 251, 253
sin signo 30

sistema de numeracién 19, 53
valor absoluto 35,120

numero negativo 30

operaciones con - 74, 243

o

o 205

onza 173,174
onza comun 174
onza liquida 174
onza troy 174

operaciones 91, 186
con el nimero 0 115,118, 135
con el nimero 1 116,136
con fracciones 59
con numeros negativos 93, 244
con nimeros positivos y nega-

tivos 92

imposibles 97,100, 105, 113,

115, 116, 135
jerarquia 256,224,181
orden en que se hacen 206, 224,
181
propiedades de las 112
significado de 118, 126

operador
el porcentaje como 256
la fracciéon como 47

orden 23,29, 32, 35,49, 51, 60, 67,

77,79
de las fracciones 49

de las fracciones decimales 60
de los factores 114
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de los nimeros 23, 29, 32, 34, 49,
55, 60

de los niimeros con calculadora
23, 32,50, 64

de los numeros negativos 23

de los niimeros reales 77

de los sumandos 114

en que se hacen las operaciones
224

en que se usan las teclas 12

0z, abreviacion de onza 173

para todo 205
paralela 205

paréntesis 203, 204, 206, 243

angulares 203

para denotar combinaciones 208

para denotar funciones 207

para denotar intervalos 83,207

para denotar jerarquia de las
operaciones 206, 225, 243

para denotar matrices 208

para denotar multiplicacién 95,
203,206

para denotar nimeros negativos
30, 206

para denotar el orden en que se
hacen las operaciones 206,
225,243

para denotar parejas ordenadas
207

para denotar probabilidades 207

para denotar puntos en el plano
cartesiano 207

para denotar subindices 207, 208

para operaciones arriba o abajo
de una raya de fraccién 243

para operaciones con nimeros
negativos 30, 102, 104, 105,
106, 107, 108, 230



Indice temdtico

para operaciones dentro de una
raiz 231,243

teclas 11
uso como en espaiiol en férmu-

las 207
uso para operaciones con frac-

ciones 46
perpendicular 205

pertenencia 83
pertenencia de un elemento a un

conjunto 204
pi 198
pie 172
por lo tanto 205

porcentaje 306, 309, 310, 323
célculos con calculadora 310
como cociente 309
como constante de proporciona-

lidad 309
como fracciones 309
como numeros 309
como numeros decimales 309
como operadores 309
como razones 309
interpretacién 311, 325
mayores de 100 312
operaciones con 314
significado 306

tipos de problemas 315, 318, 323

potencia 97
de diez 52,136,138, 139, 142,
167

potenciaciéon 97,106, 111
de cero 115,118,135
de enteros 113
de naturales 113
de racionales 113
de reales 113
exponente 97

notacion dela 97

significado matematico de la
- 101

uso dela 122

uso de la calculadora 97

prima 205

producto 95
productos cruzados 43
promedio 196
propiedades
de la variacién proporcional
278,280

de las operaciones 112

proporcion 233, 285

como equivalencia de razones
286

problemas de comparacion de
razones 294,299

problemas de cuarta proporcio-
nal 294,295

problemas de reparto proporcio-
nal 294, 300

problemas de valor perdido 294,
295

proporcional
cuarta 294,295
de reparto 294, 300
variacién 273,278,280
variacion inversamente 283

proporcionalidad 272,273, 280
constante 273,279, 283

directa 273,278

inversa 282
pt, abreviacion de pinta 172
pulgada 172,173

punto
decimal 18,52
para denotar multiplicacién 95,
203
porcentual 312
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Q

Q 76,112,201

qt, abreviacién de cuarto (unidad
de medida de capacidad)
172

qtr, abreviacion de cuarto (unidad
de medida de masa o peso)

173
R

R 76,112,201

racional, nimero 39, 76
division de - 113
multiplicacién de - 113
potenciacion de - 113
radicacién de - 113
restade - 113
suma de - 113

radicacion 99, 106, 111
con radical par de un numero
negativo 100, 107, 113, 117
de enteros 113
de naturales 113
de racionales 113
de reales 113

notacién dela 99

radical 99
significado matematico de la
- 101
usodela- 123
uso de la calculadora- 99
radical 99
par. Ver raiz par

raiz 99, 243
cuadrada 99
cuarta, quinta, etc 99
cubica 99

398

de un nimero negativo 100, 107,
, 113,117

impar, de un nimero negativo
107

operaciones dentro de 231

par, de un nimero negativo 100,
107,113,117

par, de un nimero positivo 107
raiz cuadrada 12,99, 231. Ver
radicacion
de cero 116
de un nimero negativo 100, 107,

113,117
tecla 12,99

raya de fraccion 40, 96, 203, 230,
242,243

razén 48,286,294
equivalencia 286

como fraccién 309
comparaciéon de 299
fracciones como 48

real, numero 74, 76
division de - 113
multiplicacién de - 113
orden 77
potenciacion de - 113
radicacién de - 113
resta de 113
suma de 113

recta
numérica 27, 29, 32, 35, 49, 51,
65,76,77,78, 146
redondeo 145, 156, 163, 251, 253
a decenas, centenas, millares,
etc. 149
a décimos, centésimos, milési-
mos, etc. 147, 148
cantidad de cifras 151
de nimeros negativos 149
de numeros redondeados 150



Indice temdtico

sentido practico 153

uso de los simbolos =y = 150
regla de tres 296, 297
reparto proporcional 294, 300
resta 94,102, 109, 203

de enteros 113

de naturales 113

de racionales 113

de reales 113

notacion de la 94

significado matematico de la

- 101
usodela- 119
uso de la calculadora 94

rod 171

S

segundo 175
sexagesimal, division de la unidad

176
SI 161, 164, 165

siglo 175
significado matematico de las

operaciones 100
simbolos 201, 202, 203, 204, 205,
206, 242. Ver listado al
principio de este indice
matematicos 202
simplificacion de fracciones 45
sinonimia 187,206
sistema de numeracion 18, 22,
53,55
sistema estadounidense de medi-

das 171
Sistema internacional de medidas

141, 142, 164
Sistema internacional de unidades

141, 142, 164
Sistema Métrico Decimal 165
SMD 165
sq yd, abreviacién de yarda cua-

drada 172
st, abreviacién de stone (unidad
de medida de masa o peso)

173
subindice 196, 200, 212

suma 93,102, 109,113,214
de enteros 113
de naturales 113
de negativos 93
de racionales 113
de reales 113
notacion de la 74
significado matematico de la 100
usodela 118
uso de la calculadora 74
sumando 93
sumatoria 212,214, 215,217

superindice 206

T

tal que 204

tantos por cien 307, 308

tantos por diez mil 311

tantos por mil 311

tasa 311

TB 174

teclas 11, 13. Ver listado al princi-

pio de este indice
de operaciones 11
orden en que se usan 12
para correccion de errores 258

paréntesis 11,43
simbolos arriba de las - 12,13
uso principal y secundario 11
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terabyte 174,175 Y
tiempo

medicion del 175
tonelada 168
tres, regla de 296,297
triangulo 161 Z
trillon 235

truncar 150

y 205
yarda 172,173
yd, abreviaciéon de yarda 172

Z 76,112,201

U

anico 205

unidad 19, 39
de medida 193, 209
de medida para el dinero 194

union de dos conjuntos 204
unitario, valor 278
sentido de- 279, 280

uno, operaciones con 136

vacio, conjunto 204

valor
absoluto 35,120
de una variable 190
perdido 294,295
unitario 278, 279, 280

variable 190, 197

variacion
inversamente proporcional 283
proporcional 273,278,280

vector 205
X

xi 213
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